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1 KOMPLEXE ZAHLEN

[vi-020402] Die komplexen Zahlen bilden eine Erweiterung der reellen Zahlen R, in der
jede Gleichung

amx™ + -+ a1zt +ag =0
wobei ay,...,a,;, € R mindestens eine Losung hat.
ERRINNERUNG R? ist die Menge der Paare (x,y) von reellen Zahlen.

DEFINITION 1.1 Das System der komplexen Zahlen besteht aus R? zusammen mit
den Verkniipfungen: + Summme

D
(w1,y1) + (22, 92) et (x1 +y1, 22+ y2)

- Multiplikation

Def
(w1,91) - (v2,y2) = (x122 — Y12, T1Y2 + T2Y1)

Dieses System wird mit dem Symbol C bezeichnet. Die Zahl (0, 1) wird 4 geschrieben,
wobei i? = —1. Man identifiziert R mit der Achse {(x,0) € R? |z € R} C C.

RECHENREGELN fiir z, 21, 29,23 € C

(z,y) = (2,0) +(0,y) =x + iy i?=—1

21 (22 23) = (21 22) - 23 l-z=2

214 (22 + 23) = (21 + 22) + 23 z+0==z2
21 (224 23) =21 204+ 21 - 23

Fiir jedes z € C\{0} gibt es ein eindeutiges Element 2z’ € C, so dass z - 2/ = 1. Fiir
z =z + 1y gilt:

/ z Y
4

- —
x2+y2 x2_’_y2

Man schreibt %7 Inverse, fiir /. Wenn z = x +1-0, dann gilt % = % +4-0. Die Formel

fiir % erhilt man so:

1 T — 1y T — 1y

iy (z+iy)(e—iy) 22 +y?

Zusammenfassung

1. Die komplexen Zahlen bilden eine Erweiterung der reellen Zahlen R, in der jede
Gleichung a,,x™ + - -+ ayx! +ag = 0, wobei a1, ...,a,;, € R eine Losung hat.

2. Das System der komplexen Zahlen besteht aus R? zusammen mit den Ver-

kniipfungen Summe, (z1,y1) + (22, y2) Def (1 + y1,22 + y2) und Multiplikation
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(1,91) - (T2, y2) Def (122 — Y1Y2, 1Y2 + T2y ). Dieses System wird mit dem Symbol
C bezeichnet.

3. Es gelten die Rechenregeln:

(z,y) = (2,0) +i(0,y) = z + iy i =—1

1 (22 23) = (21 22) - 23 l-z=2

Z1+(Z2+z3) (21+22)+Z3 24+0=2
1°(224+23) =21 20421 23

4. Fir jedes z € C\{0} gibt es ein eindeutiges Element 2z’ € C, so dass z- 2’ =1
wobei

/ T .Y
z

= {2
$2+y2 -T2+y2

2 EIGENSCHAFTEN VON C

Es sei z = x + iy. Die Zahl y heisst Imagindrteil, die Zahl x heisst Realteil.
z = R(z) y=3(z)

Die Norm oder der Absolutbetrag von z ist die reelle Zahl y/z2 4+ y? und wird mit |z|
bezeichnet.

Polardarstellung Aus der Trigonometrie wissen wir, dass jedes z in S’ in der Form
(cos @, sin @) geschrieben werden kann.

/
9 sin(0)

cos(6) x

Komplex ausgedriickt: Fiir jedes z € C mit |z|] = 1 gibt es ein § € R, so dass
z = cos + isinf.
Weiter: Fiir alle z € C gilt:

||
und deshalb gibt es ein # € R mit

= = cosf+isind & z = |z|(cos@ +isind)

|2l
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21+ 29

21

22

(a) Addition

(b) Subtraktion

Fig. 1: Geometrische Deutung von + und -

Das Argument arg(z) ist die Zahl 6, welche bis auf ein Vielfaches von 27 bestimmt
ist.

RECHENREGELN Es gilt:
arg(zy - z2) = arg(z1) + arg(z2) + 27 - k

wobei k € Z. Wenn man 6 immer in [0, 27) wihlt, dann ist das Argument eindeutig
bestimmt und heisst Hauptwert des Arguments.
Man kann auch 6 in dem Intervall [y, yo + 27) wihlen, fiir irgendein yo € R.

Geometrische Deutung von + und - Siehe Abbildung 1(a) und 1(b).

Komplexe Konjugation 2z = z+ iy € C. Man schreibt Z fiir z —iy; Z ist die komplex
Konjugierte von z.
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Y
z
z T
RECHENREGELN z,z1,29 € C
123 =721 %2 ntzn=7+%
zZ=2 2| = [Z]
8?(Z):z—;—z %(Z):z;z
_ 2
z-Z =z
Zusammenfassung

5. Es sei z =z + iy. Die Zahl y heisst Imaginérteil, die Zahl x heisst Realteil.

6. Die Norm oder der Absolutbetrag von z ist die reelle Zahl \/z2 + 32 und wird mit
|z| bezeichnet.

7. Komplex ausgedriickt: Fiir jedes z € C mit |z| = 1 gibt es ein § € R, so dass
z =cosf +isiné.

8. Das Argument arg(z) ist die Zahl 8, welche bis auf ein Vielfaches von 27 bestimmt
ist.

9. z=a+ iy € C. Man schreibt Z fiir z — iy; Z ist die Konjugierte von z.

10. z,2z1,20 € C

Z129 = 21 22 21+t 29 =721+ 22
zZ=12z 2] = |Z|
§R(Z):z—;—z %(z):Z;Z
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3 EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTION

ERRINNERUNG
273 1‘5
Sln(x):z—y—Fy
1’2 1‘4
cos(x):l—g—kz...
2 3
v _ r .
e =1+x+ o1 + TR

Die Definition von e” lasst sich erweitern:

SATZ 3.1 Die Reihe 1+ z + 22—? + - -+ konvergiert fiir alle z € C und ergibt die Expo-
nentialfunktion e*, z € C.

BEMERKUNG Aus der Definition konvergiert eine Folge von komplexen Zahlen genau
dann, wenn sie als Folge von Vektoren konvergiert.

vz-0s0402) Wir berechnen fir 6 € R

(i0) | (i0)°

0 __ . ") \")
=140+ -+ o
02 ied et

=14l — o= o+t

= cosf +isinf

Das bedeuted: fiir jedes z € C ist z = |z| €’ eindeutig, vorausgesetzt 6 € [0, 27)

RECHENREGELN
e tFe = e*1e®2 e“#0 vzeC
|€Z| _ eER(z)
ef=12=21-n n ez

Die Logarithmusfunktion wird wie folgt definiert
log z “ |z| + i - arg(z)
SATZ 3.2 Es gelten folgende zwei Punkte:

e €°2% = 2 wenn z # 0, unabhiingig von der Wahl eines Wertebereichs fiir arg

e Wenn der Wertebereich von arg das Interval I = [yg, yo + 27) ist und 3(z) € I,
dann ist log(e®) = z

BEWEIS der obigen zwei Aussagen:
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o cloBz — ehnlzltiargs _ ohnlz| . giars(z) — |5 giars(2) — ,
e Der zweite Beweis erfolgt dhnlich

loge* = In|e®| +iarge”
+ iarg(eR®) . 15()

= R(2) + - S(2) + i2nk kel

e%(z)ei%(z)

:ln‘

wobei aber
‘C\‘y(z) — arg(eig(z))‘ <0
=k=0 ]

RECHENREGELN log(z - z2) = log(z1) + log(22) + 27k, wobei k € Z.

Potenzieren und Radizieren Man definiert
w w log(z)

zZ =€

Der Ausdruck macht nur Sinn, wenn z # 0, wenn z € R und w = ¢, a,b € Z. Dann
gilt:

unabhéngig von arg. Ausserdem leitet man aus Satz 3.2

1 m
(+#)" ==
ab, also ist 27 eine Losung der Gleichung
w" =z ()
Andere Losungen erhélt man, in dem man andere Wertebereiche fiir arg wahlt.

SATz 3.3 Die Losungen von w in (k) sind:

0

SVm—1

m i% m 7
|z| e, o, Wz et

mit
0o = arg(z), 01 = arg(z) + 2m, Om—1 =arg(z)+ (m—1) 27
BEMERKUNG Allgemeiner gilt der Fundamentalsatz der Algebra. Es sei:
P(w) = amw™ + @pm_1w™ " + - +ag
wobei ag, ..., a, € C. Dann gibt es aq,...,a, € C und mq,...,my > 1, so dass:
P(w) = am(w—a)™ - (w—a2)™ ...« (w—ag)™

Der Beweis hierfiir erfolt spdter.
P(w) = 0 hat die Losungen aq,--- ,a C C
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Zusammenfassung

11. Fiir den Sinus und Cosinus gilt

1173 ZI}'S
Sln($):$7§+§

ZI}'2 :IJ'4
COS(LE):]. §+E

12. Die Reihe 1 4 z + 22—? + - -+ konvergiert fiir alle z € C und ergibt die Exponenti-
alfunktion e*, z € C

13. 2z =|z| e

14. Die Logarithmusfunktion wird wie folgt definiert

log z “ |z| + i - arg(z)

15. log(e*) = z und e'8* = »
16. log(z1 - 22) = log(z1) + log(22) + 27k, wobei k € Z.

17. Es gilt der Fundamentalsatz der Algebra. Es sei:
P(w) = amw™ + pm_1w™ F + - +ag
wobei ay, ..., a,, € C. Dann gibt es a1,...,ar € C und mq,...,mg > 1, so dass:

ma |

P(w) = am(w —a)™ - (w— ag) (w — ag)™*

P(w) = 0 hat die Losungen aq,- -+ , a5 C C

4 RIEMANNSCHES ZAHLENKUGEL UND WEITERE
ELEMENTARE FUNKTIONEN

Die Riemannsche Zahlenkugel, oder abgeschlossene komplexe Ebene, ist eine
Kompaktifizierung von C, sie wird eingefithrt um weniger Unterscheidungen in
Konvergenz- Aussagen machen zu miissen.

DEFINITION 4.1 Die Riemannsche Zahlenkugel ist:

T2 cufc)

oo wird Punkt im Unendlichen genannt. Weiter fithrt man folgende Terminologie ein:
Sei f: C — C eine Funktion und 2y € C

1
lim f(z) = % & lim f (—) =2
zZ—00 z—0 z
. . 1
lim f(z) =00 & lim — =0

z—20 Z—2z0 (Z)
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Fig. 2: Riemannsche Zahlenkugel: Durch die sogenannte stereographische Projektion werden

die Punkte der Ebene auf die Sphdre abgebildet. Der Punkt P wird mit dem Pol der
Sphire (c0) verbunden, der Schnittpunkt mit der Sphdre bildet dann die Projektion

Pl

ERRINNERUNG Konvergenz in C < Konvergenz in R?, genauer: Sei g : R? — R? eine
Funktion und %o, 7; € R2. limz .z, g(¥) = 1 < fiir jedes € > 0 gibt es ein 6(g) > 0,

so dass wenn |Z — Zo| < d(¢), dann gilt:

lg(%) — 71| <e

Erweiterung der trigonometrischen Funktionen

1z —iz iz _ ,—1z
cos(z) = % sin(z) = E———

RECHENREGELN o sin? 2z + cos? z = 1
e sin(z 4+ w) = sin z cos w + cos z sin w

e cos(z + w) = coszcosw — sinzsinw

Ahnlich defniniert man die Hyperbolisch Trigonometrischen Funktionen

z —Zz
e cosh = &+~

e sinh = ¢

RECHENREGELN e cosh?(z) —sinh?(z) = 1
e sinh(z + w) = sinh(z) - cosh(w) + sinh(w) - cosh(z)

e cosh(z + w) = cosh(z) - cosh(w) + sinh(z) - sinh(w)
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Maébiusfunktion Die Mobiusfunktion hat die Form

az+b
cz+d

Z =

ProB Eine Mobiusfunktion fiithrt Kreis / Geraden auf Kreise / Geraden iiber.
BEWEIS [vs-000402) Man betrachtet die Funktionen:

d 1
T :z— 2+ — T5:z— —
c z

bc — ad
-z

C

Ts3:z+— T4:Zl—>z—|—g
C
Dann ist die Mobiusfunktion die Komposition
T: T4OT3 OT2 OT1

Die Funktionen T4,7T3,Ty sind Translationen und Streckungen, d.h. Kreis/Geraden
werden auf Kreis/Geraden abgebildet. Bleibt zu zeigen: T5 bildet Kreis/Geraden auf
Kreis/Geraden ab. Aus der analytischen Geometrie wissen wir, Kreis/Geraden werden
gegeben durch eine Gleichung der Form:

Az +By+C@*+vy*) =D (%) A,B,C,DeR

T5 hat die Form:

rtiy 22ty 2 4y?

1 1 x Y
z

Wenn (%) gilt, dann gilt auch
" —y . 2 —y 2
Al —— B| 5—— Cl|=—— — =D
() o () e () + () )

Zusammenfassung

18. Die Riemannsche Zahlenkugel, oder abgeschlossene komplexe Ebene, ist ei-
ne Kompaktifizierung von C, sie wird eingefithrt um weniger Unterscheidungen in
Konvergenz- Aussagen machen zu miissen.

19. Erweiterung der trigonometrischen Funktionen lautet

iz —iz iz _ ,—1z
cos(z) = % sin(z) = i

20. Wichtige Rechenregeln fiir die trigonometrischen Funktionen sind

e sinz+cos2z=1
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e sin(z + w) = sin z cos w + cos z sin w
e cos(z +w) = coszcosw — sin zsinw

21. Die hyperbolischen trigonometrischen Funktionen
e cosh = %

ef—e”%

e sinh = ¢=
22. Wichtige Rechenregeln fiir die hyperbolischen Funktionen sind
e cosh?(z) — sinh?(z) = 1
e sinh(z + w) = sinh(z) - cosh(w) + sinh(w) - cosh(z)
e cosh(z + w) = cosh(z) - cosh(w) + sinh(z) - sinh(w)
23. Die Mobiusfunktion hat die Form

az+b
cz+d

Z =

Eine Mobiusfunktion fiihrt Kreis / Geraden auf Kreise / Geraden iiber

5 ANALYTISCHE FUNKTIONEN

DEFINITION 5.1 Ein Gebiet ist eine offene, zusammenhéngende Menge in C

ERRINNERUNG Nicht zusammenhéngend sind zwei Mengen U; und Us wenn gilt:
U=U,U0l, UNUs =10

DEFINITION 5.2 Sei A C C ein Gebiet, f : A — C eine Funktion und zg € A. f ist in
zo differenzierbar (oder ,analytisch“ oder ,,holomorph*), wenn

A 2 e C BT {C R a0 R (C1)
z—20 z— 2o Am, A

existiert. Wir nennen den Grenzwert Ableitung von f an der Stelle zy und bezeichnen
ihn mit f’(zp) oder auch i—i(zo).

RECHENREGELN Sei A C C ein Gebiet und f,g : A — C analytisch (d.h. in jedem
zp € A analytisch).

1. af 4 bg ist auch analytisch V a,b € C
2. (f - g) ist auch analytisch und (f - g)' = f'g + fg'

3. 5 ist auch analytisch und

<[)’ _f'9-1d
g 9>
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4. Eine rationale Funktion

ap+ a1z + -+ apz?
b0+b12+bmzm

ist analytisch in jedem zg € A, by + b1z + - bp2™ #0

5. KETTENREGEL: Seien A, B C C Gebiete und f : A — C, g : B — C zwei
Funktionen wobei f(A) C B und f, g analytisch, dann gilt:

(go f) =(g" o N

Deutung der Ableitung .rvaii0102 f(20 + Az) — f(2) = f'(20) - Az. Folgender Satz
ermoglicht viele analytische Funktionen zu bilden:

SATZ 5.3 Seien fo, f1,... holomorphe Funktionen (d.h analytische Funktionen) von
einem Gebiet A C C. Es gelte:

|fe(2)] < cx VE>0Vze A

Das heisst, wenn > .- ¢ existiert, dann auch > .~ fr(2), V z € A. Ausserdem
existiert Y7 o fr(z) und es gilt:

<Z fk(z)> =Y filz)

BEISPIEL 5.1 Sei fi = ZZZO anz", a, € C. Wenn fiir p > 0, Y77 |a,| p* konvergiert,
dann konvergiert auch

oo o0
9(z) = Z anz® und g (z) = Znanz"_l
n=0 k=0

BEeispiEL 5.11 Die Exponentialfunktion kann geschrieben werden als

2

z
— -
e —1+z+2! + ...

und ist somit analytisch V z € C, da > %p" konvergiert V p > 0. Weiter gilt:
d d d 2z
—(e*) = — (1) - — =0+ 1+ =R
dz<e) dz()+dz<z)+ + +2!+ c

Die Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen

ExXkKURS Mehrdimensionale Differentialgleichungen. U C R™ ist eine offene Teilmen-
ge, f:U—R" m,n>0., 2 e€U

DEFINITION 5.4 Die Funktion f ist in Zy reell differenzierbar wenn es eine lineare
Abbildung D f(Zy) : R™ +— R"™ gibt, so dass der Grenzwert

| f(Z) = (@) = Df(o)(F —To) |

realer Zuwachs lin. Annédherung des Zuwachs

lim =0

To— |& — 2o

existiert.
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Es sei f = (fl(acl, ey Ty ey (T, . ,xm)). Man schreibt %’I" wobei k €
{1,...,n}, 1€ {1,...,m} fiir die (partielle) Ableitung von fi(z1,...,x,,) in die Rich-
tung x;. Wenn f in &g reel differenzierbar ist, dann gibt es alle partiellen Ableitungen
9/x und Df(&,) hat die Matrixform:

8:El
0fi 9ofr Of1
oxq To ce Oxm
Ofn Ofn
I R  Bmm

SATZ 5.5 Wenn g—ﬁ’j existiert und stetig ist in ganz U, dann gibt es ein D f(Zy) fiir
alle zg € U.

Folgender Satz sagt, dass ein infinitesimaler reell differenzierbarer Isomorphismus ein
lokaler Isomorphismus ist.

SATZ 5.6 Sei U C R™ eine offene Teilmenge und f : U — R™, f = (fl(xl, ey T )s

R N S T o ) eine Funktion. Wenn g%’: stetig ist in U V k,0 > 1 und z¢ € U,

so dass det D f(Zy) # 0, dann gibt es ein V C U mit &y € V, V offen so dass:
o f(V) offen
o fIV:V i f(u) ist bijektiv (f|V = f eingeschrinkt auf V)

e Die Umkehrfunktion g = (FIV)7L: f(V) — V ist reell differenzierbar in ganz
V und g%’; ist stetig V k,1 > 1

SATZ 5.7 (KETTENREGEL) Seien U C R™ und V' C R"™ zwei offene Teilmengen,
Zo € U und

f:U—R" reell differenzierbar in U
g: V=R reell differenzierbar in V/

Dann ist g o f reell differenzierbar in U und
D(g © f)(fo) = Dg(f(fo)) ) Df(fo)

SATZ 5.8 (CR-DIFFERENTIALGLEICHUNG) A C C, f : A+ C eine Funktion, zy =
xo +iyo € A,

[z iy) = u(z,y) +iv(z,y)
Dann gibt es die komplexe Ableitung %(zo) gesetzt der Fall es gibt D f(z) und
ou Ov ou v

%:6—11/ und a—y:—%
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BEWEIS Aus Voraussetzung existiert
i 1) = £(0)
zZ—20 Z— 20

Insbesondere gibt es

im L&+ 0) — [(z0)
T—To T+ 1Yo — 2o

()
Man berechnet (x)

— lim u(z,yo) + - v(z,y0) — w(wo,y0) — i - v(xo, Yo)

T—T0 T + 1Yo — 2o

~ i Y@50) —ulzo,y0) | v(,50) — (0, 40)
T—Io r — X Tr — X
ou

Ov
= %(107%) +l%($07yo)

(vs-160402) Ahnlich in der y-Richtung
o FE = o) L fwotiy) — £(0)

z—20 22— 20 Y—Yo o + iy — 20
— lim u(zo,y) + iv(zo,y) — u(wo, yo) — 1v(zo, Yo)
y—o o + 1Y — To — 1Yo
_ i 40, y) — ulwo,y0) vl y) — (o, o)
Y=o i(y — o) i(y — o)

= 0% (w0, 0) + o2 (70, 90)
= Z@y 05 Yo By 05 Yo

Reelle Differenzierbarkeit von f

f(z0 + Az) — f(z0)

Al,izrgo - Az = /'(z0)
o g [0 A = [Go) = 1) Ax
Az—0 Az

< f reell differenzierbar

Die ,,Multiplikation mit f/(2)“ ist eine lineare Abbildung R? — R? der Ebene in die
Ebene.

LEMMA 5.9 Eine Matrix (g 2) stellt als lineare Abbildung R? — R? die Multiplikati-
on mit einer komplexen Zahl dar, gesetzt den Fall @ = d und b = —c. Die entsprechende
komplexe Zahl ist einfach a + ic oder d — ib

BEWEIS

(a+ic)(z + iy) = (ax — cy) + i(cx + ay)

() e
c a Y
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=: Aus Hypothese ist jetzt f reell differenzierbar. Aus Definition gilt:
i /() = f(20) = D (20)(z = 20)|

Z2—20 |Z — Z()|

% o a b

— X Y Pp—

b= (£ g )= ()

Da es sich um eine CR-Differentialgleichung handelt gilt a = d, b = —¢, also stellt
Df(z) : R? — R? die Multiplikation mit

=0 (%)

mit

!/

= 9% g, 40) + i o 0, 30)
z = O 20, Yo Z@y Z0o, Y0

dar.
Z—Zz0 zZ— 20
o lim f(z) = f(20) — = f/(Zo)

zZ—20 zZ— 20
BEeispiEL 5.11T Beweise, dass der Hauptwert von log in {z|R(z) > 0} holomorph sind.

logz =1In|z| + 4 - arg(z)

= In(o + i) = (I V/a? 5 2, arctan (£ )

u(z,y)

v(z,y)
ERRINNERUNG
d 1
E arctan(t) = m
also
ou 1 1 2z ou y
oz JZryg? 2 Rt oy a?+y’
B T
I'2 + y2
ov 1 -1 ov 1 1
or 1+ (z/y)? Vi 3y_1+(£)2 x
_ Y oz
- .%'2 +y2 - .'1,'2 +y2

Ausserdem sind:

ou ou o 00
0x’ Oy’ 0z’ Oy

stetig. Wegen Satz 5.5 ist man fertig.
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SATZ 5.10 Sei f : A — C holomorph, zg € A, f'(20) #0
bijektiv ist.

a) Es gibt eine offene Menge U C A, U offen und 2y € U so dass f|lU — f(U)

b) Die Umkehrfunktion g = (f|U)~": f(U) — U ist auch analytisch
BEWEIS .[V6-180402]

a) folgt aus Satz 5.6

b) gilt aufgrund der Kettenregel (Satz 5.7):

In 2y € U sei

Dio = (2 1)

D(g o f) = D(Identitdt) = Identitéit = Dgo D f

Dann gilt

1

Dg(f(20)) = (Df(20))
1

-5(% )= (A

C _0.5)
D D
wobei D = ad — be. Wegen der CR-Differentialgleichung gilt a = d, b = —c.
Ausserdem erfiillt g auch die CR-Differentialgleichung in f(zg
_ 1 fa b
~ D\a b

Zusammenfassung

24. Ein Gebiet ist eine offene, zusammenhéngende Menge in C

25. Sei A C C ein Gebiet, f : A — C eine Funktion und zg € A. f ist in z
differenzierbar oder analytisch oder holomorph, wenn

Oy (CO .

zZ—20 zZ— 20 Az—0

flzo + A2) — f(20)
Az

existiert. Wir nennen den Grenzwert Ableitung von f an der Stelle zg und bezeichnen
ihn mit f'(zg) oder auch %(zo).

26. Die aus dem Reellen bekannten Regeln gelten auch in C
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27. Es sei f = (fl(xl, ey Tm)s ey fru(T1, ,a:m)) Man schreibt g—i’; wobei k €
{1,...,n}, 1 €{1,...,m} fir die (partielle) Ableitung von fy(x1,..., %) in die Rich-
tung z;. Wenn f in &y reel differenzierbar ist, dann gibt es alle partiellen Ableitungen
9k ynd Df (&) hat die Matrixform:

oz
ofir  9of Of1
Oxq To e 0T
Ofn Ofn
Dt N

28. Die Kettenregel lautet: g o f ist reell differenzierbar und

D(go f)(o) = Dg(f(%o)) - Df (o)

29. ACC, f: A~ C eine Funktion, zg = xg +iyg € A,
[z, iy) = u(w, y) +iv(z,y)

Dann gibt es die komplexe Ableitung %(zo) gesetzt der Fall es gibt D f(zp) und
Ju Ov Ou ov

= und =

dx 9y oy Oz

30. Eine Matrix (‘é g) stellt als lineare Abbildung R? — R? die Multiplikation mit
einer komplexen Zahl dar, gesetzt den Fall a = d und b = —c. Die entsprechende
komplexe Zahl ist einfach a + ic oder d — b

31. Sei f: A C holomorph, zg € A, f'(20) #0

a) Es gibt eine offene Menge U C A, U offen und zy € U so dass f|U — f(U)
bijektiv ist.

b) Die Umkehrfunktion g = (f|U)™" : f(U) — U ist auch analytisch.

6 KURVEN IN C UND KONFORME ABBILDUNGEN

DEFINITION 6.1  a) Eine Kurve in C ist eine stetige Funktion von einem Intervall
[a,b] in C (a,b € R)

b) Eine Kurve v(t) : [a,b] — C ist stiickweise C' wenn es ay,...,an, € R gibt, so
dass a=ap<a1 <---<a,=0>b
° ?TZ existiert und ist stetig auf (ay,ax+1) fiir k=0,...,m —1
: d . dy s .
° hmt_)az T und hmtﬂa; T existieren fir k=0,...,m —1
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(a) C! Kurve (b) stiickweise C* (c) unstetige Kurve
Kurve

Fig. 3: Kurven in C

c¢) v(t) heisst C! wenn m = 1 in (b).
BEisPIEL 6.1 Siehe Fig. 3

SATZ 6.2 Sei y(t) : [a,b] — C eine C* Kurve, f : A — C eine holomorphe Funktion,
A ein Gebiet in C. Es sei f(v) die Kurve f(7(t)) : [a,b] — C. Dann gilt:

Y )~ (i)

BeEWwEIS Kettenregel (5.7) auf Seite 14

KOROLLAR 6.3 Sei f: A — C holomorph im Gebiet A. Wenn
f'(z)=0 VzeA

dann ist f konstant.

BewEIs Es seien zp,2; € A. Dann gibt es eine C! Kurv 7(t) : [a/,t] — A und
a,b € (a/,b') mit y(a) = 29, ¥(b) = 1. Es sei v(t) = (u(t),v(t)). Nach Satz 6.2 gilt:

PO ) = o) - A0 =0 (v

F(E) = (ur(t),v1(t)), wegen (x) gilt, dass 941 = 0 und 92 = 0 in dem Intervall

(a’,b') und aus der reellen Analysis folgt u1(a) = uq(b) und v1(a) = v1(b), deshalb:
f(v(@)) = f(+(b)) & f(20) = f(21)

DEFINITION 6.4 Es sei A ein Gebiet und f : A — C eine Funktion. f heisst winkeltreu
oder konform, wenn fiir jedes z € A und alle Paare (y1,72) von C! Kurven, die sich
in z schneiden gilt:

arg (%71) — arg (%72) € z = arg <%f(v)> —arg <%f(w)> € f(2)

Bis auf ein Vielfaches von 27.

Satz 6.5 (Notation wie in (6.4)). Wenn f : A — C analytisch ist und f/(z) # 0,
V z € A, dann ist f winkeltreu.
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Fig. 4: Die obere Halbebene wird auf die Einheitsscheibe abgebildet

(a) Einfach zusam- (b) Zusam-
menhéngend menhéngend

Fig. 5: Unterschied zwischen zusammenhéngend und einfach zusammenhéngend

Beweis Folgt aus Satz 6.2

SATZ 6.6 (Notation wie in (6.4)). Wenn f reell stetig differenzierbar ist und winkel-
treu, dann ist f analytisch und f’ # 0 ohne Beweis

Seien A;, As C C Gebiete. A; und As heissen konform dquivalent, wenn es eine
Funktion f : Ay — As gibt, wobei f analytisch ist und f'(z) #0,V z € 4;
BEIsPIEL 6.11T Die Mobiusfunktion:

1412z

1 -1z
bildet die obere Halbebene auf die Einheitsscheibe ab siehe Fig 6. Das Beispiel ist ein
Spezialfall von dem Riemannschen Abbildungssatz.

SATZ 6.7 A sei ein ein einfach zusammenhéngendes Gebiet siehe Fig 6, A # C. Dann
ist A konform &quivalent zur Einheitsscheibe. Einfach zusammenhingend bedeutet,
dass das Gebiet keine Locher hat.

BEIsPIEL 6.11T Folgende Funktion, die Joukowski Funktion

; 1 z+1 1 /2241
— = )=z
2 z 2 z

bildet {z||z| > 1} konform auf C\{z| — 1 < R(z) < 1,3(z) = 0} ab.
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Zusammenfassung
32. Eine Kurve in C ist eine stetige Funktion von einem Intervall [a, b] in C (a,b € R).
Eine Kurve v(t) : [a,b] — C ist stiickweise C! wenn es ag, ..., a, € R gibt, so dass
a=aqy<ar<--<am=>b

° ‘jl—z existiert und ist stetig auf (ax,axs1) fir k=0,...,m —1

° limtﬁag i—’ty und limtﬁa; i—z existieren fir k=0,...,m —1

4(t) heisst C* wenn m = 1.

33. Sei y(t) : [a,b] — C eine C* Kurve, f : A — C eine holomorphe Funktion, A ein
Gebiet in C. Es sei f(v) die Kurve f(v(t)) : [a,b] — C. Dann gilt:

d
YO = p D

34. Sei f : A — C holomorph im Gebiet A. Wenn f/(2) =0V z € A dann ist f
konstant.

35. Es sei A ein Gebiet und f : A — C eine Funktion. f heisst winkeltreu oder
konform, wenn fiir jedes z € A und alle Paare (71, v2) von C! Kurven, die sich in z
schneiden gilt:

d d d d
arg (E%) ~arg (avg) € z = arg (Ef(7)> — arg (Ef(’h)) € f(2)
Bis auf ein Vielfaches von 2.
36. Wenn f: A — C analytisch ist und f/(z) #0,V z € A, dann ist f winkeltreu.

37. Wenn f reell stetig differenzierbar ist und winkeltreu, dann ist f analytisch und
fr#0.

38. Seien A1, Ay C C Gebiete. A7 und As heissen konform &quivalent, wenn es eine
Funktion f: A; — As gibt, wobei f analytisch ist und f'(2) # 0,V z € A;

7 DER SATZ VON CAUCHY I

Der Satz von Chauchy I sagt, dass jede analytische Funktion (lokal) eine Stamm-
funktion besitzt

komplexe Linienintegrale Sei v[a,b] — C eine stiickweise C'-Kurve und A ein Ge-
biet C C mit v([a,b]) € A und f : A — C eine stetige Funktion.

DEFINITION 7.1 (v7-230402]

Lf—LU@@WﬁMt
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genauer

m—1

=3 [ raon wa

k=0

Da sonst ~y(t) in den Knickpunkten keinen Sinn macht. Die Notation ist die selbe wie
in Definition 6.1.

BEIsPIEL 7.1 Sei C' der Einheitskreis und n € Z, n # 0

eit

)

€

al

t

it
27
/ o= / (cost+isint)” - (—sint 4 icost) -dt
c 0
27

= /0 (cos(nt) + isin(nt))(—sint + i cos t)dt

2m
- / (cos(nt) - sint + sin(nt) - cost)dt
0
2
— - / (sin(nt) - sint — cos(nt) - cos(t))dt
0

mit den trigononetrischen Formel erhélt nan

= —/27r sin ((n + 1)t)dt — i/27r cos ((n+ 1)t)dt =0

BEISPIEL 7.11 Sei wieder C' der Einheitskreis

1 2 . .
/—:/ e~ .. et dt = 2mi
c? 0

Ein wichtiger Unterschied zum Beispiel 7.1 ist die Singularitdt in 0.

SATZ 7.2 Sei A C C ein Gebiet und f : A — C eine Funktion. Wenn es ein F' : A — C
gibt, so dass F' = f(z), dann gilt fiir jede Kurve « : [a,b] — A

Lf—Fh@DFﬁ@D

Insbesondere ist

[

wenn -y geschlossen ist.

BEMERKUNG F' heisst Stammfunktion von f, sie ist nur bis auf eine Konstante be-
stimmt. Die Bedingung impliziert, dass das Integral unabhéingig vom Weg ist, wenn
f eine Stammfunktion besitzt. Siehe Fig. 6(a)
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(a) f,y f= f,y* / (b) 2z — 20

Fig. 6: Die Wegunabhéngigkeit und Bedeutung von zg — z

SATZ 7.3 Sei f: A — C stetig und A ein Gebiet, wenn

fr-

fiir alle geschlossenen Kurven v C A, dann ist

F(z) = / i

eine Stammfunktion von f, wobei zyg — z irgendeine Kurve von zy nach z ist siehe
Fig 6(b), zo € A

BEMERKUNG = Es gibt keine Stammfunktion fiir %, da wie in Beispiel 7.I1 gezeigt
Joz#0
BEisPIEL 7.11T Sei f = 2" eine Funktion und A = C eine Menge

Pz) = /O F(t2) - %(tz)dt

(tz) = parametrisierte Gerade, t = [0, 1]

1
= / t" 2" 2dt
0

=mH / 1tmdt
0
tm+l 1
— Zm—i—l
m+1|,
zm+1

m+1
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“«—

R! ‘ R?

R? ‘ R*
—

Fig. 7: Beweis des Korollar 7.6

SATZ 7.4 (vs-2s0a02] Sei A ein konvexes Gebiet und f : A — C eine holomorphe Funk-
tion, dann besitzt f eine Stammfunktion in A. Insbesondere gilt:

fi-

fiir jede geschlossene Kurve in A. Beide Aussagen gelten auch wenn in einem w € A
f nur stetig ist. Das wird eine wesentliche Rolle spielen, auch wenn es eigentlich eine
falsche Hypothese ist, denn die Funktion muss immer holomorph sein.

DEFINITION 7.5 Ein Gebiet A heisst konvezr, wenn fiir Punkte zy und z; € A die
Punkte

ezo+ (1 —¢e)z Vee(0,1)
auch in A liegen.
BeispIEL 7.1V C\{0} ist nicht konvex.

y

v
Z x

KOROLLAR 7.6 Seien A und f wie in Satz 7.4 und v ein Viereck. Dann gilt:

[

BEWEIS

[

<

Jot Jut o
Jor oot s
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Fiir mindestens einen R, i € {1,2,3,4} gilt

fo=il

d‘aI aus fOlgt
/ ‘
R

IRES:
Rn

Der Durchschnitt

ﬂ R, = {w()}

n>1

=

Aus Hypothese ist f in wy holomorph. Wir schreiben nun die Definition der Holo-
morphie hin:
Es sei € > 0 dann gibt es ein § > 0 so dass

f(2) = f(wo)

g —f/(’wo) <€

Wenn |z — wp| < §. Der Umfang von R sei P, dann ist der Umfang von R,

P
R,= 5
277,

Wir wihlen uns ein n so gross dass

P
Ly
gn <

Dann gilt
|f(2) = f(wo) — (2 — wo) f'(wo)| < e - |z —wo

V z innerhalb und auf R™. (Beachte: Der Umfang ist natiirlich grosser als jede Distanz
innerhalb R™. Man rechnet:

Jol= s

=) [ (1) = fun) - (2 = w)f (o))

n

=0 =0

wegen Satz 7.2

< 4" . Lange(R,) -€-
P2

Can

=eP? -0

r
2n

=4".¢
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1 2 3
4 R’ 5
6 7 8 weR

Fig. 8: Siehe Beweis zu Korollar 7.7

Das heisst, die Tatsache das man die Funktion im Punkt wy ableiten kann, ist eine
infinitesimale Version des Satzes von Cauchy. Er reduziert den Satz auf die Differen-
zierbarkeit selbst.

BEMERKUNG Der Satz 7.4 ist ein Spezialfall des Satzes von Stokes.
KoOROLLAR 7.7 Korollar 7.6 gilt auch, wenn f in einem w innerhalb R f nur stetig

1st.

BEWEIS

Jur=Je e fe ]

wegen Korollar 7.6

:/,

Fiir dessen Betrag gilt

‘/ f‘ < max |f| auf und innerhalb - R - Lénge R
R/ N /
1=4e
Was beliebig klein wird
DEFINITION 7.8 Es sei 7 eine stiickweise C'* geschlossene Kurve und a € C!, a ¢ ~.
Die Umlaufzahl von v um a bezeichnet man mit 7(v, «), man berechnet sie wie folgt:

(v, a) LL &

- 27 zZ—a
n(vy, @) € Z.

SATZ 7.9 (INTEGRALFORMEL VON CAUCHY) Sei A konvexes Gebiet, f eine holomor-
phe Funktion f : A — C und v eine geschlossene, stiickweise C' Kurve in A. Seia € A
aber a ¢ 7y

f(a) -n(y,a) = L/Mdz

211 zZ—a

Das heisst, alle Punkte innerhalb v werden von den Randpunkten beeinflusst.
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—on(y,0) =
~ n(,0)=1 —  n(v,0=-1 (&
a a 7
— . n(y,0)=
~

Fig. 9: Die Umlaufzahl fiir einige Beispiele

Allgemeiner gilt

N A O
Lé@ 0y, a) = 27m'/y (zfa)kﬂd

dak

BEWEIS Man definiert eine Funktion fiir z € A

g(z):{f/(a) wenn z = a

[TOETIO NN

g ist stetig in A und analytisch A\{a}. Wegen (7.4) gilt

/Vg(z)dz =0
SYECES Ry NIG

Weshalb
: % =2mi- f(a) - n(y, @)
Zusammenfassung

39. Der Satz von Chauchy I sagt, dass jede analytische Funktion (lokal) eine Stamm-
funktion besitzt.
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40. Fiir ein komplexes Linienintegral gilt

AfzévwwWWMt

41. Sei A C C ein Gebiet und f : A — C eine Funktion. Wenn es ein F' : A — C gibt,
so dass F' = f(z), dann gilt fiir jede Kurve 7 : [a,b] — A

Aszw@D—FMWD

Insbesondere ist

[

wenn -y geschlossen ist. F' heisst Stammfunktion von f, sie ist nur bis auf eine Kon-
stante bestimmt.

42. Sei f: A — C stetig und A ein Gebiet, wenn fv f0 fiir alle geschlossenen Kurven
v C A, dann ist

H@=Lﬁj

eine Stammfunktion von f.

43. Ein Gebiet A heisst konvex, wenn fiir Punkte zg und z; € A die Punkte
ezog+ (1 —¢€)z Vee(0,1)
auch in A liegen.

44. Es sei vy eine stiickweise C'* geschlossene Kurve und a € C*, a ¢ ~. Die Umlaufzahl
von v um a bezeichnet man mit (v, «), man berechnet sie wie folgt:

(o) =5 [ 25
M8 = o L Z—a

n(y,a) € Z.

45. Sei A konvexes Gebiet, f eine holomorphe Funktion f : A +— C und 7 eine
geschlossene, stiickweise C'! Kurve in A. Sei a € A aber a ¢ 5. Der Integralsatz von
Cauchy lautet dann

fla) - n(y,a) = Qim %dz
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8 ANWENDUNG DER INTEGRALFORMEL

[vo-z00a02] Sei A ein konvexes, abgeschlossenes Gebiet und f : A — C eine holomorphe
Funktion, sowie 7 : [a,b] — A eine Kurve*.

SATZ 8.1 Die Funktion f ist unendlich oft komplex differenzierbar und

1000 = o [T cedzgnq
BeEwEIs Da
10:016) = 5 [ A5

konnen wir die Leibnitzsche Regel anwenden (ohne Beweis). Wir leiten beide Seiten
nach z ab

() = 5 [ Fhgdc

Und iterativ fiir jedes k > 0

BEMERKUNG Ein solcher Satz gilt nicht im Reellen

3/2

BEISPIEL 8.1 [¢]7/ ist reell differenzierbar, aber die zweite Ableitung

d2 |t|3/2
de?

gibt es nicht.

Wegen Satz 8.1, 7.2 und 7.4 gilt

SATZ 8.2 (HEBBARKEITSATZ) Sei A ein Gebiet und f : A — C eine stetige Funktion.
Wenn f: A\{0} — C holomorph ist, dann ist f in ganz A holomorph.

BEIspIEL 8.1I1 Die Funktion

e*—1

cosz—1+2

ist stetig in 0, denn der Limes existiert und l&sst sich zu einer holomorphen Fuktion
in einer Umgebung von 0 ausdehnen.

NOTATION p >0, zg € C

Dy(20) = {z € C| |z — 20| < p}
Dp(20) = {2 € C[ |z — 2| < p}

* gemeint ist immer: stiickweise C'!



8 Anwendung der Integralformel 30

SATZ 8.3 Sei A ein Gebiet und f: A — C eine holomorphe Funktion, a C A
D,(a) C A p>0

Die Potenzreihe
Z f(kk)!(a) (2 — a)k
k=0

heisst Taylorreihe und konvergiert in D,(a) und hat den Wert f(z).

BEMERKUNG f ist in D,(a) vollstéindig durch f(a), f)(a) bestimmt.

BEWEIS
IS
= — d
10 =5 | £
wobei v der Rand des Kreises mit Radius p um a ist
11 1
(—2 (—a 1-2¢

geometrische Reihe

_ 1 > [z—a k
o ()

k=0

Wenn |z| < 1 gilt

oo
1 _ Lk
1—=2 Z
k=0
[V10-020502]

(—=z

1 Q) = (z—a)
%ﬁc—a,;)(c—a) 4

= i/ (gt )«

Aus uniformer Konvergenz auf ~y

[ () ae= U5 [ i

Wegen Satz 8.1

Nun werden wir allgemeine Sitze iiber Potenzreihen formulieren, da jede holomorphe
Funktion als Potenzreihe geschrieben werden kann.
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Satze und Definitionen iiber Potenzreihen

DEFINITION 8.4 Es sei zg € C und ag, a1, - € C. Die grosste reelle Zahl R, so dass
die Potenzreihe

Zak(z— 20)" (%)
k=0

konvergiert V z € Dg(z) heisst Konvergenzradius von (x)

SATZ 8.5 Selbe Notation ¥ z € Dg(z) ist die Funktion
f(2) =) ar(z = 2)"
k=0
holomorph, und weiter

f(z) = Z kan(z — z)F !
k=0

Ist man ausserhalb der Kreisscheibe, so divergiert die Potenzreihe immer, auf dem
Rand konnen komische Sachen passieren. Das heisst

oo
Z ak(z — zo)k
k=0

divergiert, wenn man von der Kreisschreibe weg geht |z — z9| > R, ohne Beweis,
vergleiche mit Satz 5.3. Ausserdem gilt die folgende Eindeutigkeitsaussage.

SATZ 8.6 Wenn

oo

iak(z —20)" = bz = 20)*
k=0

k=0
In einer offenen Kreisscheibe um zg, dann gilt ap = by, V k£ > 0.
BEWEIS Aus Satz 8.3
Formeln fiir den Konvergenzradius
a) Wenn

A= lim @k

k—o0

Ak+1

existiert, dann ist A der Konvergenzradius von

oo
Zak(z — z)¥ *
k=0
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b) Wenn
: k
p= lim +/|ag]|
k—oo
existiert, dann ist % der Konvergenzradius von *.

BEISPIEL 8.I11 ezzl—l—z—i—Z—?—i—g—T—&—...

[

A= lim T
k=00 T

= klim E+1=o00
c) Aus Satz 8.3 folgt (Notation wie in (8.3)) Der Konvergenzradius von

< $0)(q
kz:% k'( )(z—a)k

ist p.

BEISPIEL 8.1V e Die geometrische Reihe f(z) = 1+ 2z + 22 + ... hat den Kon-
vergenzradius 1 wenn zf(z) =1+ f(2).
S (z-Df(z)=1
© fl2) =5

e Taylorreihe von ﬁ um 0.

L
)
1
4
(

L () L (B)
4 2 2

22 Z4
TR TR

(%) konvergiert wenn

2

Yl c1e <4

2

divergiert wenn

Deshalb hat () den Konvergenzradius 2.
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4422

—24
Dies entspricht gerade dem Abstand zwischen dem 0 Punkt und den Singula-

ritaten.

SATz 8.7 Siehe Ubung 5, Serie 4 f : A — C ist holomorph im Gebiet A, zyp € A,
p >0, Dy(z0) C A. v = Kreis mit Radius p um 2. Dann gilt

k!
F®) (z) < p—kN

wobei N das Maximum von |f| auf v ist.
BEMERKUNG Hinweis zum Beweis des Satzes 8.7: Siche Satz 8.1.

KOROLLAR 8.8 (SATZ vVON LIOUVILLE) Wenn f in ganz C holomorph ist und
lf(z)| < M,V ze€C, M >0, dann ist f konstant.

BEWEIS Wegen (8.7)
1
| (20)] S;M Vp>0

% wird beliebig klein, also
f'(20) =0 VzeC
Das heisst, f ist konstant.
SATZ 8.9 (FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA) Es sei
P(z) =ag+arz1 + -+ apz"
dann gibt es mindestens eine Zahl zy € C, so dass P(z) = 0.

BEWEIS Per absurdum ist

1

f(z) = W

in ganz C holomorph. Wegen (8.8) erhilt man einen Widerspruch, wenn man zeigen
kann, dass |f(z)| in C beschrankt ist.

lim |f(z)| = lim

z—00 z—oo|ag+ -+ apz™
lin | : |
= lim |—
e N a—
z”+z"*1+ +a
0 M~
—0 —0
1
=0-— =0
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<V p>030>0sodass |f(z)] >0 wenn |z| > p
|/ (2)] < max{e, Mo}

wobei

My = max{|f(z)|[z € Dy(0)}
Widerspruch! [

SaTz 8.10 (VON GAUSs) Sei f : A — C eine holomorphe Funktion und A eine Ge-
biet, zp € A ein Punkt, p > 0, D,(z) C A

1 2m

f(z0) = By ; f(zo0 + pew)de

BewEeis Cauchy: v = Kreis um 2o mit Radius p, y(0) = 20 - p- €%, 0 € [0, 27].

Fz0) = 1 / f2) 4,

% Z— 20
1 (%" f(z0+pe?) d i
2mi /0 20 + pet? — zp do (20 + pe”)
1 27 7,9 .
- M - pietdo 0
270 Jo pet?

KOROLLAR 8.11 (LOKALER SATZ VOM MINIMUM) Sei f : A — C eine holomorphe
Funktion im Gebiet A. Wenn f in 2y € A ein lokales Maximum hat, das heisst

|£F(0)] > [f(2)]
fiir alle z in einer Umgebung von zp, dann ist f konstant in dieser Umgebung.

BewEls Aus Hypothese gibt es ein p > 0, so dass D,(z0) € A und |f(2)]| < |f(20)]
V z € D,(29). Man rechnet

1 T 2w "
— *)de
277/0 /o f(z0 + pe'”)
1 27

<5 ) |f(z0 + pe’?)| df

|f(20)] =

Siehe Fig. 10
< “2m-|f(=0)]
— 27| f(z
S o 0
Falls eine [ FFliche existiert

< 521 (o)

= |f(20)]
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|f(20)|
0 2w
Fig. 10:
271'J I> 21 + 27
Rand
I3 I
0 I() 2
Fig. 11:

SATZ 8.12 Sei A ein beschriinktes Gebiet in C, f : A — C stetig, f|[A : A — C
holomorph. Dann gilt

a) M =max {|f(z)||z € A} = max {|f(2)| |z € Rand(A4)}
b) Wenn |f(zo)| = M fiir ein zg € A, dann ist f konstant in A

BEISPIEL 8.V Das Maximum von |e?| auf [0, 27 X [0, 27]. Siehe Fig. 11. Wegen (8.12)
gilt
M = max {|e*| |z € [0,27] x [0, 27]}
=max{|e’||z € [y U, UL U5}

Fiir 10,11,12713 gllt
max {|e?| |z € Iy} = &*"
max {|e*||z € 1} = max{}e%ew’ 10 € [0,27]} = e
max {|e*||z € I} = max{}e‘9+2”’ 0 € [0,2n]} = &>

max {|e*||z € I3} = max{}ei9| 0 €0,2n]} =1

Also ist max {|e*| |z € [0, 2] x [0, 27|} = 27
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= @
DS

Fig. 12: Laurent Entwicklung, Beispiel 8.VI

8.3 lasst sich verallgemeinern zu

SATZ 8.13 (LAURENT ENTWICKLUNG) Sei zg € C, r; < 79 und
A={z€Clr < |z— 20| <r2}

Siehe Fig. 12 a) Wenn f : A — C holomorph ist, dann gilt

z) = Zak(z - zo)k + Z bi(z — 20) 7k
k=0 k=1

Wenn z € A, wobei

1 f(©)
= — —d
= o oy (€= 20)Ft1 ¢
)i
— d
27m / U =0 ¢
Weiter sind die ag, ai,... und by, by, ... eindeutig bestimmt.

Bewels Ahnlich wie (8.3)

BeispieL 8.VI  a) Die Funktion

z4+1
z

f(z) =

ist holomorph in C\{0} fiir r, = 0, 73 = 00, 29 = 0 ist die Laurentreihe von f(z)
1
1+ =
z

Alsoag=1,a,=0Vk>0,b=1,b,=0VEk>1
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11 11
H& =57 371

11 1 1

S 2z—i 4il- (%)

11 1 z2—i (z—1)?

22— 4 2i 4

1 o0

= 5(z -1t 4 ;ik_12_k_2(z —i)k

1
b1:§
b, =0 Vk>1
ap = iF 1R Vk>0

NOTATION Sei A ein Gebiet, zg € A, f : A\{0} — C eine holomorphe Funktion, p > 0

D,(z) € A. Wegen (8.13) gilt

f(z) = Zak(z —20)* + Zbk(z —2) 7"
k=0 k=1

e Wenn b, =0V k > 1 und ag,a1,...,a, =0, ap+1 # 0, dann hat f in zg eine

Nullstelle der Ordnung n

BrISPIEL 8.VII z hat eine Nullstelle der Ordnung 1 in 0, z* hat eine Nullstelle

der Ordnung 4 in 0, usw.

e Wenn by, =0V k > n, dann hat f eine Polstelle der Ordnung n + 1 in zg

BEISPIEL 8.VIII % hat eine Polstelle der Ordnung 1 in 0, Z% hat eine Polstelle

der Ordnung 2 in 0, usw.

e Wenn es kein kg > 1 gibt so dass b, = 0V k > kg, dann hat f eine wesentliche

Singularitdt in zg
e Das Residuum Res(f, z) in zg ist die Zahl b;.

e Wenn b, =0V k > 1, dann ist zp eine hebbare Singularitit.

Isolierte Singularitdt .(vizics02’ Sei a ein Punkt im Gebiet €, Q = O\{a} und
f :Q — C eine analytische Funktion. Dann ist a ist eine isolierte Singularitat von f.

T Diese Vorlesung wurde von Todor gehalten, weshalb die Notationen von denen Rossleres ab-
weichen koénnen. Insbesondere wurde die Aufteilung in Koeffizienten a, und b, fiir positive bzw.
negative Exponenten in der Laurent Entwicklung nicht vorgenommen. Die a,, entsprechen den b,,_1

fir n <0
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Fig. 13: Konvergenzbereich der Laurent Entwicklung und Residuum

BEIspIEL 8.IX Sei
1
f(z) =

z—a
Q) = C. Die Laurent Entwicklung von a herum ist

e}

=Y anz—a)r

n=—oo
Diese Summe konvergiert ausserhalb einer Scheibe um a

1

:z—a:(z_a)_l
= Z an(z —a)"

Das heisst
1, n=-1
ap, =
0, sonst
Fiir das Residuum von f in a gilt Res(fla) := a_1

/fdz = 2mi - Res(fla) = 2mi - a_q
.

f(2) = —— = Res(fla) = 1

z—a
Sei
fE)= > an(z—a)"

wir unterscheiden drei Félle:
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1. Falls a,, = 0 fiir n < 0, dann heisst a hebbare Singularitit. Es gilt Res(f|a) = 0,
YV f:Q — C analytisch.

fz)=> an(z—a)"
n=0
:ao+a1(z—a)+a2(z—a)2+~~

= f(0) = ao

Daraus folgt, f kann auf ganz €2 definiert werden, wir setzen f wie folgt in den
Punkt a fort:

; :{ﬂa,zeﬂw@

f(z)
aop, z=a
BeispieL 8.X Die Sincfunktion ist definiert durch f : C\{0} — C

sin z

flz) =

z

a = 0 ist eine Singularitét

n ,2n+1
sinz = Z ((217)L-il)'
n>0
) 23 25
R
sin z _ 22 24
PR TR T

Wenn wir % fortsetzten in der Umgebung 0 erhalten wir

sin z _1
Z z2=0
Das heisst
~ sinz -, £
z) = ?
e {1 .

somit ist @ = 0 eine hebbare Singularitit.

2. Falls a,, = 0 fiir n < —m, wobei m eine feste positive Zahl ist m > 0. Dann
heisst a Poll/der Ordnung m. Die entsprechende Laurent Entwicklung sieht wie
folgt aus

f)=a_m(z—a) ™™ +a_mp1(z—a) " +...
a_19, A_g, ..., a_1, ag, ai, ...sind die Koeflizienten.

a_m, a—m
f(z) = + L daptai(z—a)+a(z—a)?

(z—a)™  (z—a)~mt! o
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In unserem Beispiel

1

Z—a

f(z) =
ist m = 1, das heisst, es liegt ein vor. Wenn

_9)g(a)#0
1@=5 {h(a) —0,h(a) #0

folgt, a ist ein einfacher Pol von f.

BEISPIEL &8.XI Sei
f(z) =

.
22 +1
Also g(z) = z und h(z) = 22 + 1
g(i)=i#0
h(i)=i>+1=0 p = a =i ist ein einfacher Pol von f
h'(i)=2i #0

Fiir das Residuum gilt

Res(f|a) = 42

h'a
a1
2% 2
Es sei
-9
f= h
wobei

e a Nullstelle k—ter Ordnung von g
e a Nullstelle k£ + 1—ter Ordnung von h.

Daraus folgt, a ist einfacher Pol von f. a Nullstelle k—ter Ordnung von g be-
deutet, g(a) = 0, ¢’'(a) = 0, g*"!(a) = 0. Unter diesen Voraussetzungen gilt

(k)
_ 9" (a)
BEeispieL 8.XII
1—cosz
f(z) = 3
a = 0, daraus folgt
cos( 1
R = 3 = —
es(fla) =3°%= = 3
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denn wir haben eine Funktion f = {. Dabei gilt
g(z) =1—cosz h(z) = 23

und

g(0) = 0 4¢'(0) = 0 ¢"(0)
h0) = 0 W(0) = 0 A"(0)

[N

0
0 R"(0) # 0

daraus folgt, a = 0 ist Pol 2—ter Ordnung von f. Falls

gla) # 0
ha) = 0 W@ = 0 W' # 0
dann gilt:

Res(fla) =2- =% — =

BEispieL 8. XIII

z4+1 .
f(z):m a=2

also ist @ = +4/2¢ und damit

o1 2(V2i4+1)24V2i
Res(flo) =25 -5

3. Wesentliche Singularitit:

a kein Pol von f

o keine hebbare Singularitiit } a wesentliche Singularitidt von f

BEISPIEL 8. XIV
k
1 1 /1
f(z) =e> :Zﬁ (z>
k>0

Um das Residuum in 0 zu rechnen, bestimmt man die Laurentreihe. Offensicht-
lich ist a_; =1, also Res(f,0) = 1.

=i
& Zusammenfassung

46. Die Funktion f ist unendlich oft komplex differenzierbar und

1000 = o [T cedzgn

21
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47. Sei A ein Gebiet und f : A +— C eine stetige Funktion. Wenn f : A\{0} — C
holomorph ist, dann ist f in ganz A holomorph.

48. p>0,20€C

Dp(z0) = {z € C| [z — 20| < p}
D,(z0) = {2 € C[ |2 — 20| < p}

49. Sei A ein Gebiet und f : A — C eine holomorphe Funktion, a C A
D,(a) C A p>0

Die Potenzreihe

< £ (g
kzio k'( )(zfa)k

heisst Taylorreihe und konvergiert in D,(a) und hat den Wert f(z).
50. Wenn

. af
A= lim
k—o0

Q41

existiert, dann ist A\ der Konvergenzradius von

(o)
Zak(z — )" *
k=0

51. Wenn
p= lim {/|ax]
k—oo

existiert, dann ist % der Konvergenzradius von

52. Der Satz von Liouville lautet, wenn f in ganz C holomorph ist und |f(z)| < M,
VzeC, M >0, dann ist f konstant.

53. Der Fundamentalsatz der Algebra lautet: Wenn
P(z)=ap+ar1z1 + -+ apz"

dann gibt es mindestens eine Zahl zy € C, so dass P(zp) = 0.



8 Anwendung der Integralformel 43

54. Der Satz von Gauss lautet: Sei f: A — C eine holomorphe Funktion und A eine
Gebiet, zp € A ein Punkt, p > 0, D,(z) C A

1 2m

f(ZO) = i A f(Zo + pew)de

55. Sei f : A — C eine holomorphe Funktion im Gebiet A. Wenn f in zy € A ein
lokales Maximum hat, das heisst

1£(0)] = [f(2)]
fiir alle z in einer Umgebung von zp, dann ist f konstant in dieser Umgebung.

56. Sei A ein beschrinktes Gebiet in C, f : A — C stetig, f|A : A — C holomorph.
Dann gilt

a) M =max {|f(2)||z € A} = max {|f(z)||> € Rand(A)}

b) Wenn |f(zo)| = M fiir ein zo € A, dann ist f konstant in A

57. Seizg € C,ry < rgund A = {z€C|r <|z— 20| <rz2}. Wenn f : A — C
holomorph ist, dann gilt

z) = Zak(z - zo)k + Z bi(z — 29) 7k
k=0 k=1

Wenn z € A, wobei

1 f(©)
= ——=d
U= o 5 (€= 20)Ft1 ¢
/ FOC = 20)"1dC
= omi
Weiter sind die ag,aq,... und bg, by, ... eindeutig bestimmt.

58. Sei A ein Gebiet, zg € A, f : A\{0} — C eine holomorphe Funktion, p > 0
D,(z9) € A. Wegen (8.13) gilt

f(z) = Zak(z —20)* + Zbk(z —2)7F
k=0 k=1
e Wenn b, =0V k> 1 und ag,a1,...,a, =0, ap+1 # 0, dann hat f in zg eine

Nullstelle der Ordnung n

Wenn by, =0V k > n, dann hat f eine Polstelle der Ordnung n 4 1 in zg

e Wenn es kein kg > 1 gibt so dass by = 0V k > ko, dann hat f eine wesentliche
Singularitdt in zg

Das Residuum Res(f,z) in zq ist die Zahl b;.
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e Wenn by, =0V k > 1, dann ist 2y eine hebbare Singularitét.
59. Sei a ein Punkt im Gebiet Q, Q := Q\{a} und f : Q — C eine analytische
Funktion. Dann ist a ist eine isolierte Singularitit von f.
60. Essei f = { wobei

e ¢ Nullstelle k—ter Ordnung von g

e g Nullstelle k£ + 1—ter Ordnung von h.

Daraus folgt, a ist einfacher Pol von f. a. Unter diesen Voraussetzungen gilt

(k)
Res(fla) = (k + 1)#1(;81)
61. Falls
gla) # 0
ha) = 0 h(a) = 0 h'a) # 0
dann gilt:

_, d@  2g@h"@
Rl =2 ) 5 a2

9 DIE ALLGEMEINE INTEGRALFORMEL

(vis-210502] Die verallgemeinerte Cauchy Integralformel ist dhnlich wie die bereits Ge-
sehene, erlaubt aber auch die Integration durch komplexe Gebiete.

Der Residuensatz

DEFINITION 9.1 Sei A ein Gebiet in C und « : [a,b] — A eine Kurve. v heisst
nullhomolog, wenn

n(y,z) =0 vz e C\{A}

Wobei 7(v, z) die Umlaufzahl von v um z bedeutet. Eine nullhomologe Kurve in A
ist also zusammenziehbar, ohne dass sie aus A kommt.

DEFINITION 9.2 FEin Zyklus in A ist eine formale Linearkombination

n1Y1 +n2Y2 + Rk

wobei ni,...,n, und 7, ...,y abgeschlossene Kurven in A sind.
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V2
A A

ga! 71
(a) 71 ist nicht (b) v1 — 72 ist
nullhomolog in A, nullhomolog
72 ist nullhomo-
log

Fig. 14: Bedeutung von nullhomolog

Man definiert
k
Ny + -+ nye, 2) = Y nin(n, 2)
i=1

analog ist n1y1 + - - - + ngy, nullhomolog in A, wenn
n(miyi + - + ey, 2) =0 vV z e C\{A}

Weiter gilt
k

/ f(z)dz:Zni/ f(z)dz
niy1+ gy ; Vi

i=1

SATZ 9.3 (INTEGRALFORMEL) Sei I' ein nullhomologer Zyklus in einem Gebiet A.
Dann gilt

a) Jof=0
b) und
k! f(§)

2mi r (£ —a)k+t

wobeia € A, a ¢ T

d¢ = n(T,a) f™(a)

BEMERKUNG Wenn A konvex ist, sind alle Zyklen nullhomolog.
BrIsPIEL 9.1 Nach (9.3a) gilt fv1 f= f72 f fiir Fig. 9 b)

SATZ 9.4 (DER RESIDUENSATZ) Sei A ein Gebiet, 21, ..., 2, € A die Singularitéiten,
f: A\{z1,...,2} — C eine holomorphe Funktion und T' ein nullhomologer Zyklus
wobel z1,...,2; ¢ I'. Dann gilt

k
/Ffdz = 2mi ZRes(f7 z;) - (T, ;)
j=1

Diese Beziehung verallgemeinert Satz 9.3 a) und b).
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17

-2 1 2

BEWEIS (VON 9.3 UND 9.4) Wird &hnlich gefithrt wie der Beweis von Cauchy fiir
konvexe Gebiete

BEISPIEL 9.IT Sei 7 ein Kreis mit Radius 1 um den Punkt 1 und

1 1 1 1
IO = Sty teoy T Yoy

dann erhalten wir mit der Integralformel (9.3)

/ B Zk: o dI7H(1)
Y j=1 (] - 1)' dzi—1
271 .
= F = 27

und mit dem Residuensatz (9.4)

= 27i Y _ {Residuum von f in D(1)} = 2mi - 1
BEMERKUNG [via-230s02) Auf Anfrage eines Zuhorers

ag -\

lim

Q41

lim {/|ax| = p

Fiir den Konvergenzradius gilt

1
A = — = Konvergenzradius
P

Erste Anwendung der Residuuenformel Was ist das Integral

< 1
dx =7
|

Wir setzen
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Die Reihenentwicklung liefert

(z*+1) = (z—e%) (z—e¥) (2—6%) (2—67%)

Aus dem Residuensatz folgt, siehe Fig.

/If(z)der IIf(z)dz:ZW-(ReS (f,e%)+Res (f,e¥)>

Fiir das erste Residuum gilt

) _ pim/4
im . zZ—€
Res <f7€4 ) :z_1>1;r71r/4 —Z4+1
1
T YeBin/4

1
- (ein/4 — gdin/4)(gin/4 — ebin/4)(ein/4 — ¢Tin/4)

und fiir das Zweite

3im 1
Res (f,e 4 ) = W

27Ti( _ 3irw 3i1r)
= — e 4 —e 4

Il
E
N
&
—~
m\
“f

|

|

3

<

=
/T

w
NS ]
N—" ~—

Il
\
3
/T\
;IS
Il
3

V2
weiter ist
f(2)dz| < mrmax (| f(2)])
II
! ’< 1 < %
AT -1
wenn z € I1 und r > 2 ist
1
2 7T
mrmax (| f(z)]) < Ll 0

wenn r — oo [

SATZz 9.5 Es sei R(x,y) eine rationale Funktion, so dass R(cos,sinf) # 0V 6 € R.
Dann gilt
2m

R(cos0,sin ) df = 2mi Z{Residuum von f(z) in D1(0)}
0

f(2) = R(3(z+ zzzz (=—3))
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-1 + 1Y I% T + 1
I
Iy !
—I ‘ T2

Fig. 15: Alle Singularititen von f(z)e™? liegt im Rechteck

BEWwWEIS Aus dem Residuensatz folgt
/ f(z)dz = 2mi - Z{Residuum von f(z) in D1(0)}
.

wobei v = Einheitskreis.

Lf(z) dz = /027r f (ew) ie'? df

27 :
:/ R(co§ 94, sin 6) ie®® 40
0 jetf

BeispiEL 9111 [77 cos?0df = ? R(z,y) = a?

1 1y L, _ 1
QWiZ{ Residuum von B3+ Z) 3 (2= 2)) in Dl(O)}

iz
wobei
2
R(z(=+1).2(:-12) _ (5(z+1))
12 12
_1 22+22%+212
T4 2
IR
T4 g z 23

Also ist Res(f,0) = 2 und damit

271' 1
/ cos20df =2mi— =1
0 24

Fourier Integrale Sei A C C ein Gebiet {z|S(z) > 0} C A, f: A\{z0,...,2m} — C

eine analytische Funktion so dass lim,_.o, f(z) = 0. z,..., 2, ¢ R dann gilt

SATZ 9.6 Esseiw >0

/OO e f(x) do = 2mi Z{ Residuum von e™* f(2) in {2|S(z) > 0}
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BEWEIS Wir wéhlen den Weg in Fig. 15

. L i
/ ewzf(z) dz = / ezw(acz-&-zt)f(mQ + ’it)i dt (1)
I 0
/ eiwzf(z) dz = / eiw(t—l—iyl)f(iyl + t) dt (2)
Is T2
/ €7 f(2)dz = / ezw(*lerzt)f(_xl +it)idt (3)
I3 Y1
Fall (1)
e w(xz-‘rit)if(xz + Zt)‘ — ‘e_Wtf(xZ + Zt)l’ S |f(x2 + lt)| te [anl]
Fall (2)
W+ f iy, + t)‘ = |e™“¥ iy + )| < [f(iyr +1)] t € [~a1, 22
Fall(3)

ew(mmtit) p(_ g 4 z't)i‘ = |e™%" f(—ay +it)i| < |f(—z1 +it)| t € [0, 2]

Man wahlt z1,x2,y1 so gross dass

|f(xg +it)| < e Vite[0,y]
|f(—z1 +it)| < e Vit e[0,y1]
|f(iy1 +1)| <e Vite [—z1,9)

damit erhalten wir

f(z)e™* dz
Iy

e w(z2+it)f(x2 + zt)z‘ dt

Y1
</
0

£ -

Y1

IN

eiw(wz-‘rit) . Z’ dt
0

Y1
s/ e wtdt
0
_1.-
w
l wyl €
w
£
w

Il
™

IN

analog dazu

f(z)e™=dz

I3

S
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Nach Lemma

<ee WY (z1 4 x9)
| S —

Linge von I2

f(z)e™*dz

Iz

Der rechte Teil der Beziechung wird beliebig klein, daraus folgt
T2 . .
/ et f(x)dx = /f(z)e“*’zdz
—a
= 2mi Z{ Residuum von f(z)e™? in {z|¥(z) > 0}}

BEIsPIEL 9.1V [V15-280502]
°° cos(t) L [ cos(t)
dt = - dt
/0 2 + b2 2 / 2+ b2
1
=--RN
2 / t2 + b2

27riz {Res von Z;W in {z|S(z) > 0}}

—tb und b sind Polstellen von ﬁ Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kénnen
wir annehmen, b > 0 und erhalten

¢i(ib)

e—b

" 2ib

Daraus folgt

*° cos(t) 1 et
2t == R 2w —
/0 12 4 b2 2 §R(m 2b>
e ?

2ib
SATZ 9.7 Seien P(z) und Q(z), Q(x) # 0V x € R zwei Polynome mit Koeffizienten
in C und deg(Q) > 2 + deg(P)* dann ist

dr = 2mi - Res von in{zeC|I(z)>0
Q) >{ Q) " EEERE =0
SAaTz 9.8 (VERALLGEMEINERUNG) Sei f eine analytische Funktion in C bis auf die
Polstellen {z1, 22, ..., 2, € C} und

M

M>0:]f()] < g
]

wenn z — oco. Unter dieser Bedingung gilt

/700 f@®)dt = 2mi - Z {Res von f(z) in {z|S(z) > 0}}

¥ deg = Grad
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Zusammenfassung
62. Sei A ein Gebiet in C und 7 : [a,b] — A eine Kurve. 7 heisst nullhomolog, wenn
n(v,2) =0 vz e C\{4}

Wobei 7(7, z) die Umlaufzahl von v um z bedeutet. Eine nullhomologe Kurve in A
ist also zusammenziehbar, ohne dass sie aus A kommt.

63. Ein Zyklus in A ist eine formale Linearkombination

n1y1 +n2y2 + s+ NEYE
wobei ni,...,n, und 7, ...,y abgeschlossene Kurven in A sind.
64. niy1 + -+ - + npyg ist nullhomolog in A, wenn

65. Es gilt

/ f(z)dz:an/ f(z)dz
nivi+-+neve i Yi

=1

66. Sei I' ein nullhomologer Zyklus in einem Gebiet A. Dann gilt
a) Jpf=0
b) und
K £©)

i . W dg = (T, a)f(k) (a)

wobeia € A, a ¢ T

67. Der Residuensatz lautet: Sei A ein Gebiet, z1,...,2zr € A die Singularitéiten,
f: A\{z1,...,2k} — C eine holomorphe Funktion und T' ein nullhomologer Zyklus
wobei z1,..., 2, ¢ T'. Dann gilt

k
/ fdz =2mi ZRes(ﬂ z;) - (T, z5)
r =

68. Es sei R(x,y) eine rationale Funktion, so dass R(cosf,sinf) # 0V 6 € R. Dann
gilt
2w

R(cosf,sinf)df = 2mi Z{Residuum von f(z) in D1(0)}
0
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R((:+1).4 (- 1)

69. Fiir w > 0 gilt

/OO e f(x) da = 2mi Z{ Residuum von e” f(z) in {2|S(2) > 0}

— 00

70. eien P(z) und Q(z), Q(z) # 0V z € R zwei Polynome mit Koeffizienten in C
und deg(Q) > 2 + deg(P), dann ist

/_O; ggg dz = 27+ 3 {Res von 58 in {z € C[3(z) > o}}

71. Sei f eine analytische Funktion in C bis auf die Polstellen {z1, 29,...,2, € C}
und
M
M>O:|f(z)‘§W

wenn z — 0o. Unter dieser Bedingung gilt

/_00 f(@)dt = 2mi - Z {Res von f(2) in {z|S(z) > 0}}

10 FOURIERREIHEN

Fourierreihen geben eine Methode, um periodische Funktionen f : R — C zu ap-
proximieren. Man fingt mit der 27-periodischen Funktion ¢ — e™** (k € Z) an und
versucht, f mit Linearkombinationen

M
§ ay - ezkt
k=—M

anzunahern.

Grundlagen Fiir welche 27-periodischen Funktionen f gibt es eine konvergente Fou-
rierreihe

f6)y="Y ap-e*

k=—oc0
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(Wir haben im Laufe der Vorlesung schon Fourierreihen angetroffen, denn die Lau-
rentreihe ist ein Spezialfall der Fourierreihe). Wie berechnet man die a;? Wir haben
schon folgendes bewiesen: Es sei g eine analytische Funktion in D,(0)\{0}, p > 0.
Wihle ein 7 < p, r > 0 so dass f(t) := g(re®), dann gilt wegen Satz 8.13

oo

fty= Y e (re")t

k=—o0

und fiir die Koeffizienten
1 —k—1
=g [ FO A

wobei «y ein Kreis um 0 mit Radius r darstellt. Das bedeutet, f(¢) hat die Fourierko-
effizienten ag = ¢j - 7%. [(vso-s00s027 Wir haben gesehen, dass

oo

7 =S cplrat)t F(t) = gre™)

— 00

Wir wollen nun die ¢; berechnen:

1 —k—1
i 8 9(¢)¢
1 27 ) )
% i g(rezt)r—(k—i-l)e—(k—&-l)zt .
1 2w . . .
=5 f(t) rm D emitemikt pjeit gy
™ Jo
1 27 .
= f(t)e*tat
0

Ck

(re't) dt

d
at

2mrk

also

wobei fiir die ay, gilt

1 27 .

k —ikt

ap = ¢pr® = — ft)e "t de
2 0

Die a; heissen Fourierkoeffizienten.

Buch Fourieranalysis Cambridge University Press von T.W. Koérner

Die Fourier Entwicklung ergibt unter milden Bedingungen folgenden Satz

SATZ 10.1 Es sei f : R — C eine 27 periodische Funktion, so dass f iiberall zweimal
2
stetig differenzierbar ist (= (‘é—t{) ist stetig). Definiere
1

27
= te *t dt
ar =5 | f(t)e
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dann gilt
f(t) _ Z akeikt
k=—oc0

2
Die Aussage stimmt auch, wenn % ausserhalb einer diskreten Menge beschréinkt
bleibt.

SATZ 10.2 Es sei f : R — C eine 27 periodische Funktion.

1. Wenn es Zahlen aj, € C, k € Z gibt, so dass f(t) = > po__ are’™™, dann sind
die a; eindeutig bestimmt durch f

2. Wenn f stetig ist und

1 27 )
— te *Ftdt =0 VkeZ
3 |, Te €
dann ist f =0
BEMERKUNG
1 [ , 1 I=k
- ezlt . e—zkt dt _

Hier passieren dhnliche Dinge wie in einem endlichen Vektorraum mit dem Skalarpro-
dukt.

BeispPIEL 10.1 Sei f(t) =2,V t € [-m, 7], und f eine 27 periodische Funktion. k # 0

1 27 -

= — t)e "t dt
W= or ), f(t)e
L f(t)e*tat
2 J_,

1 [ :
2_ / t26—lk‘t dt
m

—T

Partielle Integration [uv’ =wuv — [u'v

1 [pe”®77 1 ™ 1
= — |t —— | 2t——e*tqt
27r[ —ik}_ﬂ o | Tik©
~———
0

I
|
¥=
1
[\
o~
/N
L~
N
"
[\v]
®
|
o
x>
e

oo 1N\
o 2 — —1ktdt
*on /,w (—zk) c

3
Lo () o)
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Und fir k=0

1 T
= 2 dt
@ 21 /0

2
1 [e"
2w 3],

2 _ 1)k
f(t):?_’_ Z 2( 1) ezkt

ko
™ - 2(=1)" ikt —ikt
=37 Z g (e +e™™)

= % + 4§: (;12) cos(kt)  Vte (—m,m)

Fiir ¢ = 5 ergibt sich somit

- = (i-3) 1L @



10 Fourierreihen 56

BEISPIEL 10.IT Sei f(t) = cos(at), a € R\{Z}, V¢ € [—m, 7] und f 27 periodisch.

1 (7 ;
ar = —/ cos(at)e™*t dt

27

_ 2i ™ eiat zefiozteiikt it
T J_
1 7’:‘

= (ei(a+l~c)t+e—i(a+k)t) dt
dm J_.

_ 1 ei(afkr)t efi(aJrk)t 4
T 4w [i(a—k) (et k) LT
11
T Ari(a—k)
_ 1 : k
- 2n(a—k) sin(a = k)m + 2m(a + k)
_ sin(ar)(—=1)F  sin(ar)(-1)*

2m(a — k) 2 (a + k)
B sin(a) 1 1
= (-1 2m [a—k+a+k]
(—1)* sin(an) .«

™ a? — k?

. 11
23 (e @Rm) - —

coxf ,—t(atk)m
Trila 2o )

sin(a + k)m

Dabei gilt ap = a_g, daraus folgt

f(t) =ap+ Za’k (eikt + e—ikt)

k=1

_ sin(am) N Qi (—=1)Fsin(amr) o cos(kt)
k=1

T« ™ a? — k2
= cos(at) Vte (—m,m)
Firt=m=

cos(am) — cotlan
sin(ar) t(am)

1 N Z 2a(—1)k(-1)*

BEMERKUNG (SERIE 8 UBUNG 5) (vi7-040602]

oo xn—l T
/ der = —
o l4+2an nsin (%)
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Beweis von 10.1

LEMMA 10.3 Wenn

oo

Z lag| < o0

k=—o0
Dann konvergiert die Reihe "7 ae® gleichmissig gegen eine Funktion fo(t)
ERRINNERUNG Gleichméssig heisst, Ve > 0, 3 kg > 0, so dass VI > kg gilt
Zak~eikt—fo(t) <e vteR
k<l

Beweis Die Reihe konvergiert absolut, weil |ake |ak| und deshalb konvergiert

iht| —
S are* punktweise. Die Gleichmiissigkeit wird ausgelassen.

LEMMA 10.4 Wenn A(t) 2mal stetig differenzierbar ist und 27 periodisch, dann gilt

1 [ , M
— h(t)e * dt| < =
277/0 (e ’ k2
wobeli M >0
BEWEIS

27 » e—ikt 127 am ikt
h(t)e """ dt = | h(t - h'(t dt
| noe O Ry A

=~ = S o [T S

0 =:N
27
= / h//(t) . e—ikt dt’
k2 1Jo
1 27
< —2/ [n"(t)dt| O
k* Jo

—_——
=M

1
N[ =

Es sei jetzt f die Funktion im Satz 10.1 und {ay }rez die Fourierkoeffizienten von f.
Wegen Lemma 10.4 gilt |a;| < 2% und deshalb

(oo} oo 1
S lacl MY <o
wegen Lemma 10.3 gilt:

Z akeikt _ fo(t)

k=—o0
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wir rechnen

1

2 y 1 0 2 y "
o t —ztdt:_ it | —1tdt: l
o7 /. fo(t)e 5 k;m ak/o e e a

Also haben fy(t) und f(t) die selben Fourierkoeffizienten und wegen Satz 10.2 gilt
fo=f O

Cosinus- und Sinusreihen Sei f(¢) : R — R eine 27 periodische und 2mal stetig
differenzierbare Funktion

f(t)z Z akeikt
k=—o00

Da f(t) = 7(0) st
Zakeikt _ Zake—ikt

(x) wenn f(t) = f(—t) dann gilt

oo 0o
E akeikt — § ake—lkt
—0o0 —o0

woraus folgt ap = a
(%) wenn f(t) = — f(—t) dann gilt:

o0 oo
§ akezkt — _ § ake—zkt
—o0 —o0

woraus folgt ar = —a,. Im Fall () gilt ap = a_g, im Fall (%) ap = —a_y
[V18-060602] Fall *

f(t): Z akeikt

k=—o00

oo
=ag+ Zak(ezkt _ e—zkt)
k=1

=ap+2 Z ay, cos(kt)
k=1
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Fiir die ay gilt

1 27 -
= t)e Rt dt
w =50 f(t)e
1 2m )
=— f(=t)e *tqt
2m Jo

1 2m i
— t)e™" dt
5 | fe
1 o ikt ikt
= t)(e* - dt
yel) AOICN

1 27
=— f(t) cos(kt) dt
2m Jo

Fall %

ft) = Z are'*t

k=—o0

oo
— Zak(eikt _ e—ikt)
k=1

=2 Z ay, sin(kt)
k=1

Fiir die ay gilt

1 2 -
=—— —t)e "Rt dt
ak o7 /. f(=t)e

1 (2 .
=3 ft)e*t dt

T Jo

1 27

_ —ikt ikt
=T, ft)(e ey dt

i 2m

=—— f(t)sin(kt) dt
21 Jo
Im Ganzen ergibt sich
a) f gerade
> 2m
ft)=0bo+ Z by cos(kt) by = — f(t) cos(kt) dt

™
k=1 0

b) f ungerade

1 2m

F(t) = besin(kt) by = — £(t) sin(kt) dt
k=1

™ Jo
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SAaTZ 10.5 (VON PARSEVAL) Sei f: R — C eine stetige 27 periodische Funktion.

1 27

ar = — ft)e ™ dt
27T 0
dann gilt
LMo a= Y Jaf
27T 0 k

k=—o00
BEWEIS Wenn f 2mal stetig differenzierbar ist konvergiert
o0
f&)y=Y_ ape™
k=—o0

gleichmiissig, sieche Lemma 10.3. Daraus folgt mit der Gleichung 2z = |Z|2

1 2m 5 1 2T oo ) 0 )
— lf@ dt = — ape'™ ape”* ) dt
r(®) T
1 o ikt —ilt
=5 Z /0 aga; e’ - e dt
kEZ,IEZ
0 k=1
1 k#1
e}
- Y
h=eo lax|?
Zusammenfassung

72. Fourierreihen geben eine Methode, um periodische Funktionen f : R — C zu
approximieren. Man fingt mit der 27-periodischen Funktion t +— e**! (k € Z) an und
versucht, f mit Linearkombinationen

M
§ ar - ezkt
k=—M
anzunéahern.
73. Die Fourierreihe ist

f(t): Z akeikt

k=—o00
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wobei fiir die ay, gilt

1 27 -
= — t)e P dt
w =50 | f(t)e

Die a, heissen Fourierkoeffizienten.
74. Es sei f: R — C eine 27 periodische Funktion.

1. Wenn es Zahlen aj, € C, k € Z gibt, so dass f(t) = > re__ are’™, dann sind
die aj, eindeutig bestimmt durch f

2. Wenn f stetig ist und

1 27 .
> f(t)e *tdt =0 VkeZ
0

dann ist f =0

1 2ﬂeilt_e—iktdt: L l=k

76.

/OO a:nfl T
dz = : mm
o 14am n sin (T)
77. Gleichmissige Konvergenz heisst, Ve > 0, 3 kg > 0, so dass VI > kg gilt

Zak~eikt—f0(t) <e VteR
k<l

78. Wenn h(t) 2mal stetig differenzierbar ist und 27 periodisch, dann gilt

1 [ , M
— h(t)e ™t dt| < =
27r/0 (t)e ’_kQ

wobei M > 0

79.

a) f gerade

ft)=bo+ Z by, cos(kt) by, = l/0 ' f(¢) cos(kt) dt

™
k=1
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b) f ungerade
1 2

Ft) = by sin(kt) by = — £(t) sin(kt) dt
k=1

™ Jo

80. Sei f: R — C eine stetige 27 periodische Funktion. Der Satz von Parseval lautet:

1 2m )
ar = o ; ft)e ™ dt
dann gilt
1 2 5 0 5
5 | OF =3

k=—o00

11 FOURIER - TRANSFORMATION

‘ Die Fourier Transformation ist ein kontinuierliches Analogon der Fourierreihen.

NOTATION Essei f : R — C eine Funktion, f € L*(R) heisst, f ist auf jedem Intervall
[a,b], a < b, a,b € R Riemann integrierbar und

| irwrar< o

—0Q0

DEFINITION 11.1 Die Fourier-Transformierte f € L'(R) von f ist die Funktion
R —- C

f = [ faetda
DEFINITION 11.2 Die Faltung von f und g wobei f, g € L*(R) ist die Funktion R — C
(Fe9)0) = [ ft-a)gla)ds

SATz 11.3 Seien f,g € L'(R)
a) fxge L'(R)

b) Frg=1/-g

¢) (Inversionsformel) Wenn f € L'(R) dann ist
1 R .
3 | Faetan = g

in allen Stetigkeitspunkten ¢ von f.
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d) (BEindeutigkeit) Wenn f stetig ist und f(£) = 0, V ¢ € R, dann ist f() =
VteR
e) e frg=gxf
e (\)rg=Af+g) A€C
o frlo+g2)=Ffrq+frg2Yg,0 € L'(R)

BEISPIEL 11.1 Sei

0=

= / f(z)e =t de
—itz

oo —itx
/ 1e+ = dz = 27 Z{Res von 1e+ = in z € C[¥(2) > 0}

feL'(R),t<0

t<O0

—1it

=27 621, = me'
Ahnlich wenn ¢ > 0
f(t) =me?
Das heisst
f(t) = me 1 VteR

Bestdtigung von ¢ Mit dem Ergebnis des Beispiels 11.1

/ f(x)e™t do = 7r/ e~ l7lei™t dy

- _oo } 0 )

7r/ e et dx 4+ 7r/ e el dx
0 —o00
po(it—1)7%° . ex(it+1) 70

T 0
it—1 |, 1]

= lim, o0 e¥e ™ =0

Weil lim,_, o e*(—1)

i 1
zt—l t+1

:W<m+1 ul)
_ (n—l—@t+U>

=27

241
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Bestdtigung von b Sei ¢t # 0

(Fenw=[ se-n)@
e 1 1

:[m (t—x)Q—i—ll—i—xde

1 1
:2 ] 1 <\
i E {Res von (=P riis s in {z € C|S(2) > 0}}

Residuuen bei z =i, z =t +1¢

1
2(1+ (t—2)2)z —2(t — 2)(1 + 22)

= 2mi + 27i(")

o z=1i+t

. 1
27 (2(1 F(t—i2)i—20t—i)(1 +i2)>

1
2 <2(1 F (=) (t+i) —2(—i)(1+ (t+ i)2)>
=20 i+ 20)

o ()

Die Glockenkurve | ein wichtiges Beispiel. (vio-110602]

Rl 1 2 2

_zZ g R il

/ e~ 7 e it _ e 2
—oo V2T

BEWEIS Man errinnert sich, dass

oo w2
/ ez dr=Vv2mr

— 00

Woraus folgt

_ (z+a)?
2 de=1

1 )
— &
\/ 271' /700

also
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durch Einsetzen von it in a erhalten wir

0o 5 ) 1
/ e T e dr = ———

—00

5~
3

Seien g, f € L*(R). Wir setzen (11.3) fort:
f) Wenn g(t) = f(t — h), h € R dann gilt

a(t) = e ™ f (1)

g) Wenn g(t) = f'(t) dann gilt

BEMERKUNG

/O:o flz)e it d = /O:O F(=z)e®t dz

Inverse Fourier Trans-
formation von f(—z)

siehe c) in (11.3)

SATZ 11.4 (PARSEVAL-PLANCHEREL) Sei f € L'(R), f € LY(R), dann gilt

on [ lp@P o= [ |f)] 0

— 00 — 00

BeEWEIS Ahnlich wie der Beweis zu den Fourierreihen
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Bandbegrenzte Signale Sei (2 > 0, ein -bandbegrenztes Signal ist eine Funktion
J:R—=R, fe LY(R)sodass f(t) =0V [t| >Q

ERRINNERUNG Die sogenannte Sincfunktion ist

sin(z)
sinc(z) = z 270
1 z=0
1
-2 L 2

SATZ 11.5 (v2o-130602) Sei f : R — R eine )-bandbegrenzte Funktion, Q > 0, T' = &,
dann ist

f&)= > f(kT)sinc(Q(t — kT)) VieR
k=—oc0
BEWEIS Es sei gi,(t) = f(kT)sinc(Q(t — kT)), zu berechnen: gx(t). Man betrachtet
1 <1
q(t) = {2 !

0 sonst

Die inverse Fouriertransformierte ist damit
[e's} ) 1 eiwt 1
/ q(x)e™dr = = [ - ]
oo 2 it |4
Lo —it
= —(e" —e
2it( )

1
=7 sin(t) = sinc(t)

Die Rechnung wird nicht vollsténdig vorgenommen aber es folgt

Gr(t) = F(T)q (é) o

gr(t) ist Q-bandbegrenzt. Zu berechnen: Die Fouriertransformierte der rechten Seite
von *. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir setzen @ = 7 und 7' = 1.

oo efitk o] _ eitk -
) f(k)q<fr) . QW{OZk__mﬂ R)eth [t <

k=—o0

Zu berechnen, Fouriertransformierte der linken Seite von *. Man bemerke, dass

h(t) = i f@rl+1)

l=—o00
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Die 27 periodische Erweiterung von f(t) ist, aus 7 Bandbegrenztheit
h(t) = Z ape'™
k=—o00

wobei fiir die a_j, gilt

o0

1 27 ~ i
a_p = Z %/0 f@rl +t)e™ dt

l=—0o0
-5 [ foettar= s

Wir haben also gezeigt

oo

ht) = 3 f(-k)e

— 00

wegen der Inversionsformel (11.3 ¢) ist man fertig.

Zusammenfassung

81. Essei f:R — C eine Funktion, f € L!(R) heisst, f ist auf jedem Intervall [a, b],
a < b, a,b € R Riemann integrierbar und

| irwnar< o

—0Q0

82. Die Fourier-Transformierte f € L'(R) von f ist die Funktion R — C

fwza[quw%“dx

83. Die Faltung von f und g wobei f,g € L'(R) ist die Funktion R — C

<hww=[§m—mmwx

84. Seien f,g € LY(R)
a) g€ I\(R)

b) frg=1Ff-3

¢) (Inversionsformel) Wenn f € L'(R) dann ist
1 * 2 izt _
5 | Feta = s

in allen Stetigkeitspunkten ¢ von f.
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d) (Eindeutigkeit) Wenn f stetig ist und f(t) = 0, V t € R, dann ist f(t) = 0,

VteR

e) o fxg=gx*f

e (Mf)*xg=A(fxg) reC

o fx(g1+g2)=Ffxg1+fxg2Y 91,92 € L'(R)
f) Wenn g(t) = f(t — h), h € R dann gilt

g(t) = e~ ™ f(1)
g) Wenn g(t) = f'(t) dann gilt
gty =itf(1)

h) Wenn ¢(t) = tf(¢) dann gilt

i) Wenn g(t) = f (£), a € R, a > 0 dann gilt
g(t) = af (at)
j) Wenn g(t) = €' = f(t) dann gilt

g(t) = fz —1t)
85. Fiir die Glockenkurve gilt

< 1
—€
/—oo V2T

22 .
-5, efw:t — o=

86. Der Satz von Parseval-Plancherel lautet: Sei f € L'(R), f € L'(R), dann gilt

on [ lp@P o= [ |f) 0

— 00 — 00

87. Sei Q > 0, ein 2-bandbegrenztes Signal ist eine Funktion f : R — R, f € L'(R)

so dass f(t) =0V |t| >Q

88. Sei f:R — R eine Q-bandbegrenzte Funktion, 2 > 0, T'= &, dann ist

f) = i f(kT)sinc(Q(t — kT)) vteR *

k=—o00
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12 DISKRETE FOURIERANALYSIS

Wir haben eine Formel fiir die Fourierkoeffizienten, die wir nun numerisch berechnen
mochten.

Sei f(t) : R — C eine 27 periodische Funktion, die Trapezformel liefert

2 N-1
4 i 1 127\  —2nikt (I+1)2r\ _ikctnex] 1
t ikt ~ —_~ AN J—
, JWe 2wzl_0[f<1v>e " +f< N )e " }%

Ry 27l kl
2mi
~ ;g;;‘f <}z§f‘) e N ]V’:§> 1

Sei Z/N ={0,1,...,N — 1} (= [N] im Skript). Man kann zwei Elemente a,b € Z/N
summieren, indem man a und b das Element a+b— f(a+b)N zuordnet, wobei f(a+b)
die grosste ganze Zahl m ist, so dass m/N < a + b. Man schreibt auch + fiir diese
Summe.

BeispIEL 12.1 In Z/6

1+1=2(mod 6) 1+5=6=0(mod 6)
3+4=T7T=1weil6-1<7

DEFINITION 12.1 Die Menge der Funktionen Z/N — C wird mit € (Z/N) bezeichnet.
Die Menge (Z/N) bildet einen komplezen Vektorraum unter Addition von Funktion
und Multiplikation einer Funktion durch eine komplexe Zahl.

DEFINITION 12.2 Ein Charakter von Z/N ist eine Funktion f € €(Z/N) so dass
f(a+b(mod N)) = f(a)f(b) Va,beZ/N

SaTz 12.3 Die Charakteren von Z/N sind genau die Funktionen ypny = Xk
Z/N — C,0<k<N—1 wobei

k2rwia

xk(a) =¢e N

BewEIs Es sei f:Z/N — C ein Charakter, dann gilt

FMN =f(N)=f(0)=1

fiir ein k, 0 < k < N. Aus Definition gilt

2mia \ @
e N
e

f(a)

2miak
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DEFINITION 12.4 Das Skalarprodukt von f,g € €(Z/N) ist

N—

,_n

1
, . N f
k=0

SATZ 12.5 Der komplexe Vektorraum ist endlich dimensional und die orthonormale
Basis von €(Z/N) wird gegeben durch die Charaktere. Wenn ich also lineare Kom-
binationen von Charakteren verwende, erhalte ich alle Funktionen, wobei die Line-
arkombination fiir jede Funktion eindeutig ist. Fourieranalysis auf dem Raum % ist
eigentlich nur die Darstellung einer Funktion in derartigen Linearkombinationen.

SATZ 12.6 [v2i-1s0602]
e %¥(Z/N) ist endlich dimensional
e Eine orthonormale Basis ist gegeben durch {xo,...,Xn-1}
BEWEIS Die Funktion gy : Z/N — C ist definiert durch
1 x=k
gre(Xx) = {O £k
Aus Definition gilt V f € €(Z/N)
f=10)g00x) + f(D)g10) + -+ + F(N = 1)gn-1(x)

Diese Zerlegung ist eindeutig, dass heisst {go,...,gn—1} bilden eine Basis von
%(Z/N). Da es auch N Charakteren xj, gibt, reicht es zu zeigen, dass

1 k=1
<XkaXl>{0 —y

Wenn k # [ folgt

| N1
Oaesxa) = w7 2 xx()xald)
7=0
| N2
=N Xk (j + jo (mod N)x;(j + jo (mod N))
7=0
1 N-1
= xx(Jjo)x N Xk (J
7=0
Nun gilt aber
— N . —1
x1(jo) = (xx(jo))
Wenn (g, x1) # 0 dann folgt
xildo) _ | Y jo € Z/N

xi(Jjo)
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Das heisst, xx(jo) = x:(jo) was ein Widerspruch zu k # [ ist. Also ist {xx, x:) = 0.
Wenn k = [ folgt

(XK, x1) = N Z Xk (7)xa(7)

wobei auch hier x;(j) = (Xk(j))_l also

1 N
:N2_:01:N:1

Aus der Linearen Algebra ist uns die folgende Formel bekannt

N-1

f=> {fixe)xe  * V fe%(Z/N)
0

=
Il

Dies ist die diskrete Fourier Entwicklung von f. Konkreter

N-1 o
fla) =" (foxe)e
k=0
wobei
| V-1 peise
<.f7Xk>_N f(.])e
=0

BEISPIEL 12.IT Sei f : R — C eine 27 periodische Funktion. Es sei weiter N > 0.
Man definiere fy : Z/N — C durch

i) =1 (%)

dann gilt
2m .
or A <fN7XIcN> A f(t)e™ ™ dt
und
2ma = 2miak
< ) Z fnsxen)e v VN >0

Schnelle Fouriertransformation Es sei f € (Z/N). Die Berechnung von den {f, xx)
benétigt im schlechtesten Fall oc N2 Additionen / Multiplikationen. Die schelle Fou-
riertransformation erméglicht o< N log(N) Additionen / Multiplikationen.

SATZ 12.7 Es sei N > 0. Annahme: V f € €(Z/N) kann man alle (f, xxn), wobei
0 <k < N —1, berechnen mit N Additionen / Multiplikationen.
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SATZ 12.8 (vas-200002 Dann kann man fiir jedes f € €(Z/N) alle
(fxen) 0<k<2N-1

berechnen mit 2M + 8N Additionen / Multiplikation.

BEWEIS Wir berechnen die Zahlen

2
ez2

B

i Ami (2N —-1)27i
,e2m ... e 2N

2|

o 2N Multiplikationen.

5 1 2N—-1
<f7Xk,2N>:W .
7=0
N—-1 N-1
1 1 ~ 27mik2j 1 2mik(2j+1)
LY Fe L LY foj e
(N Jj=0 NJ:0
N—-1 N—-1
1 1 ~ i 1 i
LAY Fepe ( S g+ e | 8
=0 =0

Der erste Summand ist (f1, xx., ~) wobei fi e %(Z/N) fi(a) = f(2a). Der zweite
Summand ist (fo, xx.n) wobei fo € €(Z/N). fala) = f(2
2N +3-2N +2M =8N +2M

a + 1). Im Ganzen also

KOROLLAR 12.9 f € G(Z/N). Man kann alle Fourierkoeffizienten (f, xj 2n), 0 < k <
2" — 1 berechnen mit

n2"? = 4log,(2™)2™
Additionen / Multiplikationen.

Brweis Uber Induktion. Induktionsannahme, das Korollar stimmt fiir fixes n > 0.
Wegen Satz 12.7 braucht man 2n2"+! +82" [N = 2"] Additionen / Multiplikationen
um alle Fourierkoeffizienten einer Funktion f € ¥(Z/N) zu berechnen. Aber

2n2nt2 4 gon = pant3 4 ont3
= (n+1)20n+D+2

Also gilt die Aussagen fiir alle n > 0

& Zusammenfassung

89.

27!' 7zkt = 27Tl — 2mikl
~> f N>

0 1=0
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90. Wir definieren Z/N = {0,1,..., N — 1}. Man kann zwei Elemente a,b € Z/N
summieren, indem man a und b das Element a+b— f(a+b)N zuordnet, wobei f(a+b)
die grosste ganze Zahl m ist, so dass mN < a + b.

91. Die Menge der Funktionen Z/N — C wird mit € (Z/N) bezeichnet. Die Menge
(Z/N) bildet einen komplexen Vektorraum unter Addition von Funktion und Multi-
plikation einer Funktion durch eine komplexe Zahl.

92. Ein Charakter von Z/N ist eine Funktion f € ¥(Z/N) so dass

f(a+b(mod N)) = f(a)f(b) Va,beZ/N

93. Die Charakteren von Z/N sind genau die Funktionen xxny = xx : Z/N — C,
0 <k <N —1 wobei

k27wia
N

xk(a) =e

94. Das Skalarprodukt von f,g € €(Z/N) ist

N—

;-.

1
7 . N f
k=0

e ¢ (Z/N) ist endlich dimensional

e Eine orthonormale Basis ist gegeben durch {xo,...,Xn-1}

96. Die Funktion gy : Z/N — C ist definiert durch
1 x=k
ge(Xx) = {0 Y £k
Aus Definition gilt V f € €(Z/N)
f=10)g00x) + f(D)g10) + -+ + F(N = 1)gn-1(x)

Diese Zerlegung ist eindeutig

97. Essei N > 0. Annahme: V f € ¥(Z/N) kann man alle (f, xxn), wobei 0 < k <
N — 1, berechnen mit N Additionen / Multiplikationen.

98. Fiir jedes f € €(Z/N) kann man alle
(f,xn) 0<k<2N-1

berechnen mit 2M + 8N Additionen / Multiplikation.
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99. f € ¥(Z/N). Man kann alle Fourierkoeffizienten (f,xron), 0 < k < 2" —1
berechnen mit

n2"t% = 4log,(2™)2™

Additionen / Multiplikationen.

13 LAPLACE TRANSFORMATION

Essei f : [0,00) — C eine Funktion. Wenn sie existiert ist die Laplace Transformierte
einer Funktion definiert durch

L)) = / et () dt 2eC

0

DEFINITION 13.1 Eine Funktion f : R — C ist ein Fvau, wenn 3 A, B € R, Vt > 0,
so dass

1. ft)=0,Vt<0
2. |f(t)] < AetB Yt >0
3. f ist stiickweise stetig.

BEMERKUNG Der Begriff der schellen Fourier Transformation ist eigentlich ir-
refithrend, es geht um die selbe diskrete Fourieranalysis, jedoch schneller

SATZ 13.2 (KONVERGENZSATZ) Es sei f: R — C ein Fvau. Dann gilt

i) Essei Z(f)(z) = [, e *'f(t)dt. Es gibt ein ¢ :, —00 < 0 < 00, so dass

25z kf)nver.giert wenn  R(z) > o
divergiert wenn R(z) <o

weiter ist .Z(f)(z) holomorph in {z | R(z) > o}

ii) Es sei p = das Infimum von {B € R|3 A > 0so dass |f(t)] < AeP!}. Es gilt
o <p.

NoTaTiON Um die Funktionszugehorigkeit zu kennzeichnen, schreiben wir o = oy,
P =pf

SATZ 13.3 (EINDEUTIGKEIT) Seien f und g zwei stetige Evau. Wenn
Z(f)=Z(g) damn f =g
RECHENRECGELN Seien f und g zwei stetige Evau

1. LAf+pg) =2X2(f) + pZ(g) wobei A\, p e C
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2. g(t) = f(at), a > 0 dann

z

2(9)(2) = ~2(5) (2)

«

SATZ 13.4 Sei f ein stiickweise C! Evau, dann gilt fiir R(z) > py

P <§t f> (2) = 22(f)(2) — £(0)

BEWEIS Aus Definition gilt

Z (%f) (2) = /000 e‘“%(t) dt

= lim ([eth(t)]gO + /O ) ze ' f(t) dt>
= lim e *f(to) — f(0) + 2Z(f)(2)

to—o0

wobei fiir e > 0

|71 £ (to)| = € *E | (1))
< e (Prrelo | £(to)]
< e (prte)to gelpste/2)to

= Ae 3% -0

wenn tg — 00.

SATZ 13.5 Es sei f ein Evau und

o) = [ ryar
dann gilt fur R(z) > max{0, ps}:
Z(f)(2)

z

Z(9)(2) =

ohne Beweis

SATZ 13.6 (1TER VERSCHIEBUNGSSATZ) (vas-2s0602] Sei f ein Evau, a € C fiir R(z) >
pr — R(a) dann gilt

Z(9)(z) = Z(f)(z + a)
wobei g(t) = e~ f(t)

BEWEIS

2@ = [ T emtemat £ (1) dt

0

= /Oo e” Tt (1) dt
0
Z(f)(z+a)
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SATZ 13.7 (2TER VERSCHIEBUNGSSATZ) Sei f ein Evau, a > 0 und ¢(f) = f(t —a).

Dann gilt

ZL(9)(2) = e 2Z(f)(2)

BEWEIS
fwxaﬂwe”mww
= /OO e *Lf(t —a)dt
0

Seit=t—a

= / T e () dt

0

=e Z()z)

Einige Laplace Transformierte Seia € C

o ft)=e"
1
(=
of = —§R(a)
e f(t) = cos(at)
N= 37w
of = |3(a)l
o f(t) = sin(at)
2= 51
of = [3(a)]
. 1) =tn
2(5) = 2
of = 0

BeispieL 13.1 Beweise, dass

1
zZ4+a

A (e*“t) =
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und bestimme py.

Z(f) = /0C>O e et dt

= /OO e~ (at2)t gy
0

|:e(a+z)t:|oo
| —(a+2) 0
S(z) >0
o 1
0 —(a+2)
1
_a—i—z
of < pf

ps=Infimum {BER[FA>0 |e | < AeP'}
~——
e—R(a)t

—R(a)

Anwendung auf Differentialgleichung Variante der Pendelgleichung. Lose y(t) :

R—-C
v+ 4y +3y=0
wobel

d a2
o "o
y = —dty(t) y —dto(t)

Sei eine Randbedingung
y(0) =0 y'(0) =1
Wir wenden .Z auf beide Seiten der Gleichung x an und verwenden

ZL(y)(z) = 22 (y)(2) — y(0)
=22(y)(2)

Wir erhalten

L") (2) = 22()(=) - o/ (0)
= 22()(z) - 1

also

2L (y)(z) — 1+422(y)(2) + 3L (y)(2) =0
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T 2244243
- 1
(24 1D)(2+3)

Um diesen Bruch umzuformen wenden wir die Partialbruchzerlegung an.

A B A(z+3)+B(z+1)
z4+1 24+43  (z+1)(2+3)
also
Az+Bz=0 A+B=1
womit B = —% und A = % Unsere Rechnung setzt sich wie folgt fort:
1 1
__2 _ _2
ZW)) z+1 243
_ 1 B L -3t
= 2.,2”(6) 2.,?(6 )
et _ =3t
=Y
()
also
et _ =3t
t J—
y(t) 5

BEISPIEL 13.11 [vas-270602) Berechne Z(f)(z), wobei

f(t):{t 0<t<l1

1 t>1

z€Cund R(2) >0

fﬁﬂ@=/mé”ﬂﬂ&

0

1 0o
:/ e*zttdt+/ e *dt
0 1
et 1 1 e— %t e— 2t oo
| = e [
-z | Jo —% -z |3

_ _ 1 _
e % e zt e~ %
= — 3 +
—Z z 0 z

eF e” 1 e ?
S T t=Et
_1—eF

22

womit oy =0
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BErISPIEL 13.111 Sei f ein p-periodischer Evau, f(t) = f(t +p), p > 0V ¢t > 0.

Berechne .Z(f)(z)

k=0""~P
w= t-kp
0 D
= Z/ e #WHRP) £ (4 4 kep) du
k=00

= 3 e P pe_zuf(u) du =
(&)

Setzen wir w = e~ *P, so erhalten wir

= 1
Zwk:l—w

k=0

woraus folgt

Jo e =" f(u) du
1—eP?

¢ p—
Offensichtlich ist oy > 0

Spezialfall Sei p = 2 und f die Rechtecksfunktion siehe Fig

2 1
/e—ztf(t)dtz/ e *tdt
0 0

el
T —z 2
damit wird
2
Jo e F f(t)at
g(f) - 1 _ 622
R
z2(1 — e=22)
O'f =0

DEFINITION 13.8 Die Faltung von den Evaus f und g ist

U*W@%=Amf@—ﬂMﬂdT

SATZ 13.9 Seien f und g zwei Evaus. Dann gilt
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1. fxg=gx*f
2. L(fxg)=2L(f)- ZL(g)

BEWEIS

0= [ [ se=nwo]
/000 e et T)/ ft—=m7)g(r)drdt
/000 {/Oooe T)dt]g(T)dT

- [ eremnen
=Z(f)(z) - Z(9)(2)
BrisPiEL 13.1V Was ist .Z(v/t)? Wir definieren

f(t>={ﬁ i

0 t<O0

Die Faltung liefert

f(t)*f(t):/ VTt —T)dr

<z <

/ 2
/ = —dex—ﬂ-t

Aus Satz 13.9 folgt

wlﬁ»
wlw
wlw

2()-2(f) = 2 (%)
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SATZ 13.10 Sei F(z) : C\{z1,...,2,} — C eine holomorphe Funktion. o0 € R : o >
R(z;)Vil<i<n M,R, >0

M
F(2)| < —
|F(2)] WE

wenn |z| > R, dann gilt

f) = Z {Residuum von e*' F(z) in z;}

1<i<m

Sei fo(t) ein Evau

{f(t) V>0

P®=10" vi<o

dann gilt
Z(fo)(z) = F(z)

wenn R(z) >0, 07 <o

BEISPIEL 13.V Z(f)(z) = -L5, was ist f?

ezt

f(t) = Res

z —

— Bt

z=3

KOROLLAR 13.11 (HEAVISID EXPANSION THEORIE) Seien P, @ Polynome wobei

deg @ > deg P und =z, ..., z, einfache Nullstellen von @ sind.
P(z)
F(z)=
= a0
und

i=1 Q'(2)
=F(z)
BeispieL 13.VI Z(f) = m, was ist f? Aus dem Korollar von Heavisid folgt
4 zt < 2zt
z+1+z+26 Z:71+ z+1—|—z+2e =9
also ist f = —e ™t 4+ 2e7 2%

BeispieL 13.VII Z(f) = was ist f? Aus der Inversionsformel folgt

1
(2+1)3>

=)

zt

(z+1)3

f(t) = Res <
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Taylorentwicklung von e* in z = —1

1 2
et (z4+1) (te’ﬂz:il) + (z _; ) (t262t|2:71> NI

Laurententwicklung von —(;::)3

e 1 t t t* t 2
= B t 1 - —e 1 A
G GiIp <e (z+1)e +26 (z+1)* 4+ )
et e N | N
(z4+1)3  (2+1)2 2 (z+1)

also ist
e~ tt?

1) =

Wobei die Wachstumskonstante = p

[vas-o20702] Aus der Residuenformel folgt

/ eZtF(Z) dz = 2wt Z Res (eZt) F(Z)|ZJ

j=1
= 2mif(t)

Wir berechnen fiir £(z) > «

2mil (f)(2) = /O T ( L ¢t F (w) dw) dt

T
= lim (/ eI E (W) dt) dw
T—00 ~ 0

T

lim v{ewz F(w)} dw

T— 00 w — Z 0

= lim [ e“ "1y - 2F(w)dw

n—oo

e=2)" 0, wenn 7 — 0o
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Nach der Cauchy Integralformel

=2miF(z) —/F Flw) dw

W —Zz
ERRINNERUNG 3 >0
M

[F(2)] < e

wenn |z| > 0

Nach Satz 7.2

F
ﬁ dw‘ < Léange von I'max
T w—Zz

F(w)

w—Zz

was gegen 0 geht wenn z — oo

Zusammenfassung

100. Es sei f : [0,00) — C eine Funktion. Wenn sie existiert ist die Laplace Trans-
formierte einer Funktion definiert durch

L)) ::/ e () dt zeC
0
101. Eine Funktion f: R — C ist ein Evau, wenn 3 A, B € R, V¢ > 0, so dass
1. f(t1)=0,Vt<0
2. [f(t)] < Ae'B, V>0

3. f ist stiickweise stetig.

102. Es sei f: R — C ein Evau. Dann gilt
i) Essei Z(f)(z) = [, e f(t)dt. Es gibt ein 0 :, —00 < 0 < 00, so dass

25z {konverglert wenn  R(z) >0

divergiert wenn R(z) <o
weiter ist .Z(f)(z) holomorph in {z |R(z) > o}
ii) Es sei p = das Infimum von {B € R|3 A > 0so dass |f(t)|] < AePt}. Es gilt

o < p.

103. Seien f und g zwei stetige Evau. Wenn
Z(f)=%Z(g) dann f =g

104. Seien f und g zwei stetige Evau
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1. LA f+pg) = 2XL(f) + uZ(g) wobei A\, u € C
2. g(t) = f(at), a > 0 dann

105. Sei f ein stiickweise C! Evau, dann gilt fiir R(z) > py

2 (7)) =22()6) - 10

106. Es sei f ein Evau und

g@—[ﬂﬂw

dann gilt fur R(z) > max{0, ps}:

107. Sei f ein Evau, a € C fir R(z) > py — R(a) dann gilt
Z(9)(z) = Z(f)(z + a)

wobei g(t) = e f(t)

108. Sei f ein Evau, a > 0 und g(f) = f(t — a). Dann gilt

ZL(9)(2) = e ZL(f)(2)

109.
. f(t) =
1
(D=
o =—R(a)
o f(t) = cos(at)
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N=Frm
or =[3(a)]
o f(t)y=1t"
|
2N = ox
op=0

110. Um Differentialgleichugen zu 16sen, wenden man die Laplacetransformation auf
jeden Summand an, fasst sie als eine Laplacetransformierte zusammen und findet
danach die Ursprungsfunktion.

111. Die Faltung von den Evaus f und g ist

U*@@%=Amf@—ﬂMﬂdT

112. Seien f und g zwei Evaus. Dann gilt
1. fxg=gxf
2. Z(fxg9)=2(f) Z(9)

113. Sei F(z) : C\{z1,...,2n} — C eine holomorphe Funktion. c € R: 0 > R(z;) Vi
1<i<n.M,R,(3>0

E

[F(2)] <

@

2|
wenn |z| > R, dann gilt

f) = Z {Residuum von e*' F(z) in z;}

1<i<m

Sei fo(t) ein Evau

{10 12

dann gilt
Z(fo)(z) = F(z)

wenn R(z) >0, 07 <o
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114. Seien P, @@ Polynome wobei deg () > deg P und z1, ..., 2, einfache Nullstellen
von @ sind. Die Heavisid Expansion Theorie sagt aus:
P(z)
F(z) =
=00
und
— . P(2)
fit) = et ZL(f)(z
0= 2 Gy U
=F(2)
14 ZUSATZ

SATZ 14.1 (INDENTITATSPRINZIP) Seien f,g: A — C zwei holomorphe Funktionen
und A ein Gebiet. zg, z1 € A.

lim 2z, =a€ A
k—oo

und

f(z) = g(2) Vk>0
wobei z; # z; wenn ¢ # j. Dann gilt Vz € A

f(z) = 9(2)

Diese Aussage gilt nicht fiir eine reell differenzierbare Funktion.
BEWEIS Sei a(z) = f(2) —g(z) und Ag = {ag € A | F(z) = 0 in einer Umgebung von
an }

e Ay ist offen, aus Definition.

e A ist abgeschlossen in A

Wenn Aq die beiden Aussagen erfiillt, dann ist A4g = A. Sei b € A und wq, wo, ...,
€ Ag

lim wp,=be A

k—o0

h(wy) = 0. Reductio ad absurdum: h(z) verschwindet nicht tiberall in einer Umgebung
von b. Der Satz von Taylor sagt

h(z) = ax,(z — b)ko + apot1(2 — b)kOJrl 4+
ag, # 0, daraus folgt
h(z) = (z = 0)6(2)

wobel ¢(z) = ag, + aky+1(z —b) + - -+ und somit im Punkt b nicht verschwindet. Das
heisst es gibt eine punktierte} Umgebung wo h(z) nicht verschwindet, da h(z) stetig
ist. Was ein Widerspruch ist. Da Ag nicht leer ist, aus Hypothese, muss Ay = A sein.

§ Das heisst, b ist ausgenommen
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|

SATZ 14.2 (SCHWARZSCHER SPIEGELUNGSSATZ) [v26-040702]

Sei A ein Gebiet.

Rand(A) N R sei [a,b] wobei a < b, a,b € R. Sei weiter f : AU [a,b] — C stetig.

flA: A — C sei analytisch und reelwertig. Wir definieren
A:={zeClz€ A}

und ¢ : AU Ja,b[UA — C durch

. f(z) ze€ AUla,b]
9(2) {f(z) 2ed

dann ist g(z) holomorph.

SATZ 14.3 (CASORATI-WEIERSTRASS) Sei f : A\{a} — C, wobei A offen und C C.
In a hat f eine wesentliche Singularitdt. Dann existiert eine Folge zg, z1, . .., so dass

lim z =a
k—oo
und

klim flzk) =w

wobel w € C

BEWEIS Per Absurdum. 3¢ > 0 so dass |f(z) —w| > eV z € U, z # a, wobei U eine

offene Umgebung von a ist. Es sei
1 1

= < -

9(z) o —w = -

g(2) ist in U\{a} holomorph und beschréinks, weil
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Die Singularitét von g(z) ist also hebbar, also ist g(z) in U holomorph. Weiter hat
g eine Nullstelle endlicher Ordnung in a, wegen dem Satz von Taylor und dem Iden-
titdtsprinzip. Also hat

[ =w+ ——

eine Polstelle endlicher Ordnung, was ein Widerspruch ist.

SaTz 14.4 (P1CARD) Sei A offen, f : A\{a} — C eine holomorphe Funktion und U
eine offene Umgebung von a. In a hat f eine wesentliche Singularitét. Fiir alle w € C,
bis auf einen Wert, hat die Gleichung

fz) =w

unendlich viele Losungen in U\{a}

1
z

BEISPIEL 14.1 f(z) = e*, also ist a = 0. Die Reihenentwicklung liefert

1 1
+ 3123

=

1
=1+-+

ERT L

€

Sei zum Beispiel w = 1, also ez = 1. Wir erhalten

1:Qm'k keZ
zZ

L 1

T omik

1
z

also unendlich viele Losungen. Die Ausnahme ist w = 0, denn die Gleichung ez =0

hat keine Losung.

SaTz 14.5 Sei f : A\{b1,...,b,} — C eine holomorphe Funktion, A ein Gebiet und
by bis b,, die Polstellen von f, ag bis a, die Nullstellen von f € A wobei a; und
b; mit Multiplizitdten. Sei v : [a,b] — A\{a1,...,an,b1,...,by} eine geschlossene,
nullhomologe Kurve in A. Dann gilt

/ﬁdw%iEHWM)ZMWM
5 f(z) =

=1

BEWEIS Sei

g:A\{a1,...,an,b1,...,by} — C eine nullholomorphe Funktion. Sei k; ist die Ord-
nung der Nullstelle a;.

f(2) = er, (2 — a)™ + cp 1 (z —an) 4
¢k, 7 0. Fiir die Ableitung gilt somit

f/(Z) = kycg, (z — al)kl_l + ...
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damit erhalten wir

f'(z)  kicg, (2 — al)kl—l) ...

f(2) ek, (z—a)kr + -+

Bilden wir den Grenzwert

/ k _ ki oL
lim (z — al)f ) = lim % (2 al)k +
z—a1 f(z) Z—=ar Ck, (Z — a1)1 + -

— i P £ 00
zZ—aq Ck‘l + ( .. )
=k = Res(g(2)|

zZ=ai1
Ahnlich

')
7).z,

wobei k; die Multiplizitdt von a; ist.
Sei nun /; die Ordnung der Polstelle by

Res

d_y, d_iy41

f(Z) = (Z — bl)ll (Z — b1)11+1

d_;, # 0. Fiir die Ableitung gilt somit

—lid_;
/ _ 1
fz) = (2 — bl)llﬂ
Bilden wir den Grenzwert

—l1d_y, (2=b1'1

f'(z)

im (z —b1) = lim +

z—by f(Z) z—by (z(i;;lll)ll 4+ ..

_ —lhid_y,
d_i,
= _ll
also
!
Res I'(z) -1
f(Z) z=by

Der Residuensatz liefert

/ g9(z)dz = 2mi Z n(7, z) Res(g, 2)

= o (Z n(v,ax) = Y (7, bz))
k=1 =1
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KOROLLAR 14.6 (ROUCHE) Seien f,g : A\{20,...,2n} — C holomorphe Funktio-

nen, wobei zp, . .., z, Polstellen sind. Sei v : [a,b] — C eine nullhomologe Kurve in A,
~ trifft keine Polstelle oder Nullstelle von f, g. Wir definieren
Zy= Y n(1.2)
z Null-
stelle von
f
und
Pr= > n(v2)
z Polstel-
le von f

Analog dazu Z,, P, dhnlich. Wenn
FE) =g < 1FG)] =
Dann gilt
Zy—Pr=24-PF,
BEWEIS Wenn z € v ist %
z
‘% — 1‘ <1

Wir definieren

) =45
Also ist h(y) € Dy(1)
WE) . [PHO)
[aee= [ wtm o
P (@)
7/a h(v(t)) «
:/ ldz
h(y) #
=n(h(y),0)27i =0
Aber

W) _dz) )

h(z) — g(2)  f(2)
daraus folgt

L (Z/&) - J;%()) > =0

Zg—Py=125y— Py

also

wegen Satz 14.5.
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BEISPIEL 14.IT Sei f : A — C holomorph und D;(0) C A. Falls 0 < |f(z)|] < 1 wenn
|z| =1 dann 3 zp € D;1(0) mit f(z0) = 2o wobei z eindeutig ist, da

|2 =1z = f(2)] | <zl

Zusammenfassung

115. Seien f,g: A — C zwei holomorphe Funktionen und A ein Gebiet. zg, 21 € A.
lim 2z, =a€ A
k—oo

und

f(zr) = g(zr) VEk>0

wobei z; # z; wenn ¢ # j. Dann gilt Vz € A

f(z) = g(2)

116. Sei A ein Gebiet. Rand(A4) N R sei [a,b] wobei a < b, a,b € R. Sei weiter
f:AU]a,b] — C stetig. f|A: A — C sei analytisch und reelwertig. Wir definieren

A:={zeClz€ A}

und ¢ : AU Ja,b[UA — C durch

= f(z) ze€ AUla,b|
g()_{f(z) 2ed

dann ist g(z) holomorph.
117. Sei f : A\{a} — C, wobei A offen und C C. In a hat f eine wesentliche

Singularitdt. Dann existiert eine Folge zg, z1, ..., so dass
lim z, =a
k—o0

und

lim f(zx) =w
k—oo
wobei w € C

118. Sei A offen, f : A\{a} — C eine holomorphe Funktion und U eine offene
Umgebung von a. In a hat f eine wesentliche Singularitéit. Fiir alle w € C, bis auf
einen Wert, hat die Gleichung

fz)=w
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unendlich viele Losungen in U\{a}

119. Sei f: A\{b1,...,b,} — C eine holomorphe Funktion, A ein Gebiet und by bis
b,, die Polstellen von f, ag bis a,, die Nullstellen von f € A wobei a; und b; mit Mul-
tiplizitdten. Sei v : [a,b] — A\{a1,...,an,b1,..., by} eine geschlossene, nullhomologe
Kurve in A. Dann gilt

/ ];/((j)) dz = 2mi (Z n(y,ak) = D (v, bl))

k=1 =1

120. Seien f,g: A\{z0,.-.,2n} — C holomorphe Funktionen, wobei z,..., 2z, Pol-
stellen sind. Sei v : [a,b] — C eine nullhomologe Kurve in A, v trifft keine Polstelle
oder Nullstelle von f, g. Wir definieren

Zy= Y n(n2)

z Null-
stelle von
f

und

Pr= Y n(n2)

z Polstel-
le von f

Analog dazu Z,, P, dhnlich. Wenn
1F(2) =9 <[f2)] =
Dann gilt

Zy—Pr=124-F
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