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KAPITEL 1

Grundlagen

1. Logik & Mengen
Definition: [vi-291001] Eine Aussage ist eine Behauptung, die entweder wahr oder falsch ist.
Beispiel 1.1:

= ,1+1=3¢ f
,Die Winkelsumme eines Dreiecks betragt180“ w

A
B

LOGIK DER AUSSAGEN:

Aund
Voder (= und oder)
—nicht
=impliziert (hat zur Folge)
& gilt genau dann, wenn
:=definiert durch

Beispiel 1.2: A=f, B=w

ANB = f AVB = w A=B = w
fAw = f fvw = w f=w = w

A|B|A=B

w | w w
w | f f
f|lw w
f|f w

Definition: Eine Aussageform ist ein Test A(x) mit einer oder mehreren freien Variablen x, der
fiir jeden Wert von z in eine wahre oder falsche Aussage iibergeht.

Beispiel 1.3:
wahr, fir z = +/7

Alz) = 22=7 x frei
falsch, alles andere
hr, VneN
B = 14 — nntl) frei wadlr,
(@) oot 2 e falsch, fiir keinen Fall
h fiir z = 0 und/od =0
Clay) = z-y=0 v,y frei wahr, fiir z und/oder y

falsch, sonst



2. R= MENGE DER REELLEN ZAHLEN 5

QUANTOREN:
Y = “fiir alle®
d = “es gibt, es existiert”
31 = “es gibt genau ein“
3 = “es gibt kein“

Beispiel 1.4: N={0,1,2,...}

VneN (1424 +n="00)w
ImeN (n?2=676) w

daz Vy (z-y=0w A

Wir nehmen 2z := 0, und dannVy (0-y=0) w

BEMERKUNG: In A ist x ist frei und y gebunden.

MENGEN:
N = {1,2,3,...}
z = {..,-2,—-1,01,...}
Q = {1/2,n/m|ne€ZmeN}
R := Menge der reellen Zahlen
C := Menge der komplexen Zahlen

Aber auch eigene Mengendefinitionen moglich, z.B. S := {z,y € R? | 22 + ¢* = 12}
Definition: = € A. Das Objekt x ist Element der Menge A

Lemma 1: /2 ist irrational, d.h. es gibt keine rationale Zahl, deren Quadrat gleich 2 ist.
Beweis: Angenommen, die Aussage ist wahr

= 3Jz2e€Q, sodass2z?=2

= 3p€Z7ﬂq€Nsodass§—§:2

Durch Kiirzen kéonnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass nicht beide, p
und ¢, gerade sind, aber p?> = 2 - ¢*> = p? gerade = p gerade = p? ist durch 4 teilbar = ¢2 ist
durch 2 teilbar = ¢ gerade !

2. R = Menge der reellen Zahlen
R = Menge der reellen Zahlen. Sie hat folgende Eigenschaften:
1. KORPERAXIOME: Fiir R gelten die Rechenregeln der 4 Grundrechnungen (+, —, *, =)

Addition: Zwei reele Zahlen z,y € R wird die Zahl x + y € R zugeordnet, so dass gilt:

Kommutativgesetz: r+y = y+zx Vz,ye R
Assoziativgesetz: (z+y)+z = z+@Wy+2) Vz,yzeR
neutrales Element: z+0 = = VzelR
inverses Element: fiir jedes = € R gibt es ein —x € R, so dass

r+-—x = 0



2. R= MENGE DER REELLEN ZAHLEN 6

Multiplikation: Je zwei reellen Zahlen z, y € R wird eine Zahl = - y € R zugeordnet, so

dass
Kommutativgesetz: r-y = y-x Vz,yeR
Assoziativgesetz: (x-y)-z = z-(y-2) Va,y,z€R
neutrales Element:  Es gibt ein Element 1, so dass
x-1 = = VzelR
inverses Element:  fiir jedes x € R\{0} gibt es ein 27! = 1 € R, so dass
r-z b o= 1

Distributivgesetz: z- (y+z2)=2-y+z-2z Vaz,y,z€R

2. ORDNUNGSAXIOME: Der Korper der reellen Zahlen ist geordnet, d.h. fiir je zwei reelle Zahlen
x, y € R gilt genau eine der drei folgenden Gleichungen:

r<y, r=y, T>Y

Die Ordnungsrelation hat folgende Eigenschaften
e r<yy<z=w<z VzyzeR
e r <y zeR=zx+2<y+z VzyzelR
e r <y, z2>0=x-2<y-z Vz,y,z€R

3. VOLLSTANDIGKEITSAXIOM: Falls A, B C R Teilmengen sind mit folgenden Eigenschaften:
AUB=R, AnB=10, A#R, B# () und umgekehrt

acA, d<a =deA
beB, V>b =V eB

dann gibt es genau ein Element « € Rsodassgilt:a <z Va€ A, b>x Vbe B.Unvollstindig
wére zum Beispiel:

A = {z€Qz<V2}
B = {zeQz>2}
unvollstindig — Q = AUB, ANB=1

BEMERKUNGEN:

e Die Menge Q der rationalen Zahlen erfiillt alle Koérper- & Ordnungsaxiome, aber nicht
das Vollstindigkeitsaxiom.

e Das Symbol = < y bedeutet, dass entweder x < y oder z = y.

e Dass ein geordneter Korper existiert, der alle diese Eigenschaften erfiillt, ist ein Satz, den
wir nicht beweisen werden.

o Alle weiteren Rechenregeln, die fiir die reellen Zahlen gelten, lassen sich aus den genannten
Axiomen herleiten

Beispiel 1.5:

x-z>y-27
O=z+(—2)<0+(—2)=—z

r<y,z<0 =
=
= z-(-2)<y-(-2)
=
=

r<y,z<0

—rz < —yz
—xz 4 (xz +yz) < —yz+ (zz+yz) O

Y-z Tz



4. DIE BINOMINAL KOEFFIZIENTEN
Beispiel 1.6: 0 <z <y=0< i < % ohne Beweis
3. Begriffe

SCHREIBWEISE:

| Mengen | Logik Beispiel

ACB| = reA=zecB

ANB | A ANB={zjlx € ANz € B}

AUB |V AUB={zlx € AVz € B}

X\A | - X\A={zeX|z#A}={z e X|xe A}
SUMMEN- & PRODUKTZEICHEN: z1, -+, &, € R

ZxT =1+ 22+ -+,

r=1

n
Ha:,. =TT ... Xy
r=1

Beispiel 1.7: zp = a” acR
1— anJrl

n

E af ="
1—a

k=0

Beweis:
Sp = 1+ a + o + + a” (1)
a-Sy, = ot a* + + a2 [()-(2)+(1-a)
Sn = 17{17(1
oder
(1-a)-S, dh=o(l—a): a* = Yh=o a* — > k=0 at*!
= Ypod" Z’Jrll ¥ 1—amtt

Beispiel 1.8:

4. Die Binominal Koeffizienten
Fakultit: (}) = —k!(ﬁk)l (1)

Satz 1: Vz e R VyeR VneNgilt:

e = (1)

k=0

(Z) ist die Anzahl der k—elementigen Teilmengen der Menge {1, ...

BEMERKUNG: VneN VkeN 1<k<ngilt:

(kﬁl)Jr(Z) - (n;:rl)

;n}



7. WAHRHEITSTAFELN

Beweis:

n! n!
O]
n! n!
= Her iy B I=R) = e

“(n+1)

5. Vollstidndige Induktion

[vz-o11101] Wir wollen beweisen, dass eine mathematische Aussage A(n) fir jedes n € N stimmt.

Dazu zeigen wir
1. INDUKTIONSVERANKERUNG: A(n) gilt fiir n =1

2. INDUKTIONSSCHRITT: Wenn A(n) gilt, gilt auch A(n + 1) = A(n) gilt fiir jedes n € N.
Im Satz 1 ist die Aussage A(n) folgende: Ve € R VyeR VneN gilt:

= (1)

k=0

Lin=1= Y, (a* -yt = ()2 v+ (Pt -y’ =ty
2.

n+1 n

. . k. n+l1—k

—Z(k—l) ey (]
k=0

_ n+1 k+1 . n n ek nt1-1

et () < () o

" /n+1 _
:xn+1+yn+1+2( N >.‘,Ek:.yn+1 k

k=1
n+1
1
_ Z <nz )xk LR O
k=0

6. Indirekter Beweis

Ve,ye Rx-y=0=xz=0oder y=0. Aussage A:=x-y=0; Aussage B:=xz =0, y =0

A = B entspricht =B = - A
Warum? A = B heisst " AV B < BV-A& ——BV-As -B=-4

7. Wahrheitstafeln
B\A||w | f B\A ||w | f
A= B: W wW | W -B = —A: w wW | W
f flw f f|w




8. FALLUNTERSCHEIDUNG 9
8. Fallunterscheidung

Beweis z-y=0= 2 =0 oder y = 0: Aquivalente Aussage t Z0und y #0 =2 -y #0
Beweis mit vier Féllen:

x>0, y>0 = z-y>0
<0, y>0 = z-y<0 . z-y > 0y =0
>0, y<0 = z-y<0 Ordnungsaxiom: oderz-y < 0-y = 0
r<0, y<0 = z-y>0

0y = (0+0)y=0-y+0-y
0-y+(=0-y) = 0-y+0-y+(-0-y)

0 = 0-y+0
ZU # B:

B = B;V DB,
=B = =(B1V By)=-BiA# By

Satz 2: VneNVz >03!y>0sodassy” =z

BEZEICHNUNG:
1
Yr:=xn =y
3! := existiert genau ein

Beweis der Eindeutigkeit: Seien y > 0, z > 0 so dass y" = 2" =«

e (3020 (e ()

z

+
2 n—1
=1-Y—0oder (1+y+(y> +ot (4) )0
z z z z
y_ _
=>1->=0=y=z
z
Beweis der Existenz: Sei x > 0 und
A = {aeR|a" <z odera<0}
B = {beRI[)" >z undb> 0}

Die Mengen A & B erfiillen die Voraussetzungen des Vollsténdigkeitsaxiom. = 3 y € R so dass
a<y Vae A b>y VbeBO

BEHAUPTUNG: y" =«

ANNAHME: y" # z dann gilt y" < x oder y™ >z
Erster Fall y™ < x
y < 0: Wihle € > 0 so dass €™ < x. Darum ist ¢ € A und y < 0 < ¢ Widerspruch

n
n
y>0: =3Je>0sodass (y+e)" =y" + Z(k>sk~y”k <zr=y+ecec Al
k=1

e so wihlen, dass<x—y"

Den Zweiten Fall, y™ > x, ist mit dhnlicher Beweisfithrung und

n—1
n
(y+e)" =y"+ E (k>ek-y”_k<x
k=0

Zu zeigen.



8. FALLUNTERSCHEIDUNG
T1y..., Ty > 0 [V3-051101]
arithmetisches Mittel: * - 3" | x; (2)
geometrisches Mittel: ([T, xi)l/n (3)

Satz 3: Vxy,...,2, >0

(1) "<t 5

i=1

BEMERKUNG: n = 2. \/Z1 - T3 < (21 + x2)

A= /i Loy, 1

h< = _
b::\/E}a bsgamrgh
0<(a—b)?=a>+b*—2ab=2ab<d’>+b* O

Lemma 2: Seipe N, p> 1. Sei g = 1%. Dann gilt fiir alle a,b > 0

1 1
ab < —aP 4+ =0 (2)
p q

BEMERKUNG:
(i) ;+5=1
(ii) Das Lemma gilt sogar fiir beliebige reelle Zahlen p > 1
Beweis Lemma 2: Es sei
ci=br1 >0
Dann gilt:
pra-cP P <aP+(p—1)-cf (3)
aus (3) = (2)

a-b a~cp_1§11—)~(ap+(p—1)-cp):%ap+pp%l-cp
= Lp+lopr (c=07)
Beweis von (3):

1. Fall: a =c¢v

2. Fall: a<c
p—2

a(@?+aPet a4 ) =a-Y a - < (p-1) !

=0 v

AnzahlSummanden
Pt — qp~1
c—a

p—2
§ at - cp—2—z —
=0

p—1 _ gp—1
a0 -1
c—a
=a(ct—a" < (p—-1)c c—a)
= ac?™! —aP < (p—1)(c? —ac’™t)

= pac?"t < af + (p—1)c? |

10



9. DIE BETRAGSFUNKTION 11

3. Fall: a > ¢

p—2
a- Zaicp_z_i > (p—1)cP™!
=0

b=l — !

= q—— > (p—1)c’!
a—c
=a- (' =c" > (p—1)cP Ha—c)
=a’ —ac’ ' > (p— 1)t —c(p—1)c?
= af + (p—1)c? > pac’™* O
Beweis Satz 3: Induktion: n = 1. Verankerung ist trivial. Sei n € N. Wir nehmen an, die Formel
gilt fir alle z4,...,z, > 0. Wir miissen zeigen, dass es auch fiir n + 1 gilt.

1

1
n+1 nt+1 n nt1
1/n+1
i=1 i=1
n

n \ " T T
_ 1/n+1 1/n+1
= Hxi ‘xS ﬁle ST
i=1 j

. 1/n+1 1
Sei g := z/"F bi=1.5" n/n+
n

n+1 i=1 T s pi=ntl, =

1 n
a? = Tn41 b= —. E €
n -
=1

1 T 11 1 noo1l &

= x; <ab< a4 b= — g LN

(}_[1 l) e I Z '
n+1

1
:n+1';xi

9. Die Betragsfunktion

Definition: Sei z € R, dann heisst die Zahl

o] 1= x, falls x > 0
-z, fallsz <0

der Betrag von x

Lemma 3: (i) |z| >0 VzeR
(ii) [z|=0<2=0
(iil) |z +y| < |z| + |y| Dreiecksungleichung
(iv) |z -yl = |=[ ly]
Beweis: (i) trivial
(ii) trivial
(i)
(z +y)?
x22—|— 2zy +y? < x22+ 2|z ly| + y?
of? + 2ol Iy + Iy = (Ja] + o]
(z+y)* < (Jz] + ly[)
[z +yl <lel+y] O

|z + y*

$ 4
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r>0, y>20 = 2-y>0 |v-y| = =x-y =lz[lyl
x>0, y<0 = z-y<0 |z-y = z-—y =|z||y|
r<0, y>20 = 2-y<0 |z-y = —z-y =|z[ly|
r<0, y<0 = 2-y=0 |z-yl = —z-—y =|2[ly] O

10. Koordinaten der Ebene
Sei z := (z,y) € R?
Definition: Der Betrag von z (oder die Linge) ist die Zahl |z| := /22 4 y?

Lemma 4: (i) |2/ >0 VzeR?

(ii) [2] =0« 2=(0,0)=0

(iii) ‘Z1|+|22|Z ‘Z1+22| VZl,ZQGRQ
Beweis: (i) trivial

(ii) trivial
(i) 21 = (z1,11), 22 = (w2, y2). Wir definieren (z1, 20) := x1 - 2 + y1 - y2 heisst das skalar,
oder das innere Produkt.

Skalar: (z1,22) == x1 -T2+ Y1 - Yo (4)

Cauchy-Schwarz-Ungleichung: (z1,20) < |z1| - |2a] V 21,22 € R? (5)

Beweis Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

(z1,20)2 = (21 -T2+ y1-Y2)?
= aiz3 +yiys + 2(x1y2) (y122)
L4
< afad +yiys + 2yl + a3yt
2 2
= (21 + 1) (@3 +y3) = |a1]” - |22
= Cauchy-Schwarz-Ungleichung
Beweis von (iii):
o1+ 22 = (21 22)? + (1 +y2)?

23 + 23 + 21129
|21 [” + 22f” + 2(21, 22)

<l + et + 20l ) = (a] + 222 O

11. Abbildungen

[va-os1101] Seien X, Y Mengen. Eine Funktion (oder Abbildung) von X nach Y ist eine Funktion-
Zuordnung f : X — Y, welche jedem Element X genau ein Element von Y zuordnet.

X—>—>Y

Beispiel 1.9: X =Y = {1,2,3}
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(a) f(1)=2
f(2)=3
f3)=1
(b) f(1)=/(2) =1
f3)=3
Beispiel 1.10: X =Y =R
f(z) =a?
Beispiel 1.11: X =R xR, Y =R
f RxR—-R
fly)=z+y

Beispiel 1.12: X =R, Y =R?
f(t) = (cost,sint)

Beispiel 1.13: X =Y

f(z)=idx  Identitit

Beispiel 1.14: X =R, Y =R?

f(t) = (a1 + tvy, as + tvg, ag + tusz) v1,vg,03 € R ai,as,a3 € R

Sei f: X — Y eine Funktion. Wir nennen X den Definitionsbereich von f, und Y den Bildbereich
von f. Die Menge f(z) := {f(x)|z € X} heisst Bild von f

Definitionsbereich: X (6)
Bildbereich: 'Y (7)
Bild von f: f(x):={f(z)|lz € X} (8)

Definition: Eine Funktion f : X — Y heisst injektiv wenn gilt: V z1,29 € X f(21) = f(22) =
X1 = X9, surjektiv wenn gilt: Vy € Y Jx € X so dass f(x) =y, dh. f(x) =Y, bijektiv wenn f
sowohl injektiv als auch surjektiv.

injektiv: YV x1,m0 € X f(x1) = f(x2) = 21 =22 (9)
surjektiv: YVyeY 3Jaxe X sodass f(z)=y (10)
bijektiv:  f injektiv und surjektiv (11)

UMKEHRFUNKTION: Wenn f bijektiv ist, so gibt es eine Umkehrfunktion f':Y — X, die einem
Element y € Y genau das Element = f~1(y) zuordnet, fiir das gilt f(x) = y.

Beispiel 1.15: Im Beispiel 11.1 a)

r(1)=3
r2=1
1(3) =2

KomPOSITION: Wenn f: X — Y und g : Y — Z, so ist die Komposition go f : X — Z definiert
als die Funktion, die einem Element x € X das Element ¢ (f(z)) € Z zuordnet

Beispiel 1.16: Sei f : X — Y bijektiv und f~! : ¥ — X die Umkehrabbildung, dann gilt
f~Yo f =idx Identitit x

12. Folge
Definition: Eine Folge von X ist eine Funktion f : N — X. Standartbezeichnung: z, = f(n) € X;

L1, X2, L3,y -

Folge: x,, = f(n) € X T1,T2,T3,. .. (12)
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Beispiel 1.17: X = R. Wir bilden eine Folge x,, € R, n =1,2,3,... durch folgende Rekursions-
formel:

— . 1 7
Ty =35 Xpgp1l =3 (mn + z)
Wie verhélt sich diese Folge x,, im Limes n — co?

BEHAUPTUNG: V7 < z, < V/7+ 5 (Hieraus folgt, das z,, gegen v/7 konvergiert).
Beweis: n =1 \/7<3<\/7+% v
Toy1 — VT = S(xn+ L= —2V7)

T
_1

2%, (Jﬁi +n7 - 2'7:"\/7)
Lz, —VT)2 20

$
!
S

Durch Induktion folgt: |xn -7 ‘ < %

13. Zusammenfassung

1 Eine Aussage ist eine Behauptung, die entweder wahr oder falsch ist

2 Eine Aussageform ist ein Test A(z) mit einer oder mehreren freien Variablen z, der fiir jeden
Wert von x in eine wahre oder falsche Aussage iibergeht.

3 Die Menge der reellen Zahlen hat folgende Eigenschaften
(i) Es gelten die Korperaxiome, das heisst die Additions- und Multiplikationsgesetze sowie das
Distributivgesetz.
(ii) Es gilt das Ordnungsaxiom, das heisst, wenn z,y € R gilt z <y, v =y oder z > y
(iii) Es gilt das Vollsténdigkeitsaxiom

4 Wenn z;, =a”, a € R gilt

n n+1
Zak o 1—-a

1—a
k=0

5 Fiir die Fakultét gilt

(&) = m

6 VxeR VyeR VneNgil
n - n k, n—k
T+ = - x
(z+y) k§_0<k> y

TVneN VkeN 1<k<ngilt
n + ny\ n+1
k—1 E) k

8 Es existieren verschiedene Beweisarten, wir unterscheiden
Vollstindige Induktion: Wir verankern die Aussage A(n) fir n = 1 und zeigen dann, dass
wenn A(n) gilt, auch A(n + 1) gilt.
Indirekter Beweis: Wollen wir zeigen, dass A = B, kénnen wir auch B = /A nachweisen.
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Wahrheitstafeln: Mit Wahrheitstafeln lédsst sich beweisen, dass zwei logische Ausdriicke dqui-
valent sind.
Fallunterscheidung: Bei einfachen Aussagen geniigt es oft, alle Félle einzeln nachzuweisen.

9 Wir definieren das arithmetische Mittel durch
1 n
Ly
-

und das geometrische Mittel durch

(i)

10 Vai,...,z, > 0 gilt
n 1/n 1 n
i <= i

11 Seipe N, p>1.Seig= p%l. Dann gilt fiir alle a,b > 0

1 1
ab< —aP + b (2)
p q

12 Sei x € R, dann heisst die Zahl

2| x, falls z > 0
x| =
—x, fallsz <0

der Betrag von x
13 Die Dreiecksungleichung lautet: |z + y| < |z| + |y|

14 Sei z := (z,y) € R?%. Der Betrag von z (oder die Linge) ist die Zahl |z| := /22 + y2. Auch
hier gilt die Dreiecksungleichung.

15 Das innere Produkt ist definiert durch
(z1,22) =21 T2+ Y1 Y2
16 Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung lautet (21, 20) < |z1| - |22], V 21, 22 € R?.

17 Seien X,Y Mengen. Eine Funktion (oder Abbildung) von X nach Y ist eine Funktion-
Zuordnung f : X — Y, welche jedem Element X genau ein Element von Y zuordnet.

18 Sei f : X — Y eine Funktion. Wir nennen X den Definitionsbereich von f, und Y den
Bildbereich von f. Die Menge f(x) := {f(z)|x € X} heisst Bild von f.

19 Eine Funktion f : X — Y heisst injektiv wenn gilt: V z1,29 € X f(21) = f(z2) = 1 = 22,
surjektiv wenn gilt: Vy € Y Ja € X so dass f(z) =y, d.h. f(x) =Y, bijektiv, wenn f sowohl
injektiv als auch surjektiv.

20 Wenn f bijektiv ist, so gibt es eine Umkehrfunktion f’ : Y — X, die einem Element y € Y
genau das Element 2 = f~!(y) zuordnet, fiir das gilt f(z) =y.

21 Wenn f: X — Y und g : Y — Z, so ist die Komposition go f : X — Z definiert als die
Funktion, die einem Element 2 € X das Element g (f(z)) € Z zuordnet
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22 FEine Folge von X ist eine Funktion f : N — X. Standartbezeichnung: z, = f(n) € X;
L1, 22,23, .-



KAPITEL 2

Vektoralgebra & die komplexen Zahlen

Beispiel 2.1: Der 3—dimensionale euklidische Raum V = R? = R x R x R. Ein Element = € R?
1

schreiben wir in der Form: x = (21, 22, 23) oder x = | x4
x3

OPERATIONEN: Zwei Grundoperationen:

Addition: z = (1’1,&32,1}3) Yy = (y17y27 y3)
r+y=(z1+ Y1, T2+ Y2, 73+ y3)

skalare Multiplikation: A\ € Rz = (21, x2, x3)
Az = (A, Axe, Ax3)

Die iiblichen Rechenregeln gelten.

Definition: Ein Vektorraum (iiber R) ist eine Menge V zusammen mit zwei Operationen:

Addtion: VXV - V: (v,w)—v+w
skalare Multiplikation: RxV —V: (\v)+— A-v

so dass folgende Axiome gelten:

(1) Addition
(a) Kommutativgesetz: v+w=w+v Yv,weV
b) Assoziativgesetz: (u+v)+w=u+ (v+w) Yu,w,veV
¢) Nullvektor: Es existiert ein Vektor 0 € V, so dass v +0 = VoeV
d) inverses Element: Fiir jeden Vektor v € V git es einen Vektor —v € V so dass
v+ (—v) =0
(2) skalare Multiplikation
(a) Assoziativgesetz: A- (p-v) =A-p)-v VA peR
(b) neutrales Element: 1-v=v VYveV
(3) Distributivaxiome
(a) erstes Distributivgesetz: A- (v +w) =Av+Iw VYAER VoweV
(b) zweites Distributivgesetz: ( A+ p)v = v+pw VApeR, VoveV

A~ —~

BEMERKUNG: Sei V ein Vektorraum {iber R. Dann gilt:
(i) 0 w=_0 YveV
—~— —~

€R ev
(i) A\- 0 =_0 VAER
~— =~
ev ev

(iii) =1-v=—v VveV
Beweis (iii):
v+(=1)-v = 0 = l-v+(-1)-v

— (1410 = 0020

17
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1. Basis von V

(vs-121101] £ := Raum der Losungen der Differentialgleichung

y"" = 0={y:R — R|Die vierte Abbleitung von y ist Null}

Jede solche Funktion hat die Form y(t) = ag + a1t + ast? + ast3. L := Raum der Losungen, ist
4—dimensional.

Die Vektoren eg, €1, €2, e3 € L, die durch eg(t) = 1, e1(t) = t, ea(t) = 2, e3(t) = 3 definiert sind,
bilden eine Basis von L

Jedes Element von y € L kann in der Form

3
y:E Q- €
i=1

geschrieben werden, fiir gewisse a; € R

Definition: Sei V ein Vektorraum iiber R. Sei {e1, ea,...,e,} C V. Die Vektoren ey, ..., e, heissen
linear unabhdngig, falls fur alle A\q,..., A\, € R gilt:

Zki~e¢:0:>/\1:)\2:~~~:>\n:0

i=1

Die Vektoren ey, ..., e, heissen vollstindig, wenn Vv € V. 3 A1,..., A\, € R so dass

n
v = E )\Zel
i=1

Die Menge {ey,...,e,} heisst eine Basis von V, wenn sie sowohl unabhiingig, als auch vollstindig
ist. Wir sagen, dass V die Dimension n hat, falls es eine Basis gibt, die genau n—Elemente hat.

Beispiel 2.2: o V=R3 e; € R3. ¢ ist linear unabhiingig < e; # 0
e e1,e0 € R3. {ey, ey} ist linear unabhiingig < e; # 0, ez # 0 und ausserdem e; und ey
nicht parallel, d.h. e; # « - es

1 0 0
e ¢ = (g), ey = (é) ,e3 = (?) Diese Vektoren bilden eine Basis des R3

3
1 0 0 T
0= me = (3) v )+ (3) = (3)
=1

=z =9 =x3=0

Beispiel 2.3: v,w € R? seien gegeben und linar unabhingig. Die durch v und w aufgespannte
Ebene ist die Menge E := {s-v+t-w|s,t € R} C R3. Diese Menge E ist ein Vektorraum; dim E = 2

Beispiel 2.4: Sei v € R3\{0}, dann ist L := {t - v|t € R} ein 1—dimensionaler Vektorraum

Beispiel 2.5: Seien ay,as, a3 € R, so dass mindestens ein a; # 0. Dann ist E := {z € R3|a; -1 +
ag - Ty + ag - x3 = 0} ein 2—dimensionaler Vektorraum. Zum Beispiel a; = as = a3 =1

E = {zeRY  x;,=0}

= {s-v+t -wls,teR} v—(;1> w—(él)

= {s+t,—s,—tls,t €eR}

Beispiel 2.6: Seien aj,as,a3,b € R. 3 i so dass a; # b. E := {x € R3|a121 + asxs + azws = b}
ist kein Vektorraum, die Menge ist nicht invariant oder abgeschlossen geméss der Addition oder
Multiplikation
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Definition: Sei V' ein Vektorraum iiber R. Ein inneres/skalar Produkt ist eine Abbildung von
VXxV—=R:(v,w)+— (v,w) mit folgenden Eigenschaften:
(i) symmetrisch: {(v,w) = (w,v) Yov,w eV
(i) bilinear: (v1 + va,w) = (v, w) + (va,w) Y ov1,v3,w €V
Mg, w) =X (v,w) Vo,weV
(iil) positiv definiert: (v,v) >0 Vv e V\{0}
Sei V ein Vektorraum iiber R mit einem inneren Produkt (-,-). Dann heisst die reelle Zahl |v| :=

v/ (v,v) die Norm von v

Norm von v: |v] := /{(v,v) (13)

3

Beispiel 2.7: V = R3. Seien z,y € R?, dass heisst = (i;) Yy = (53)

(z,y) == T1y1 + T2y2 + T3Y3
lz| = /{2, z) = Vol + 23+ Euklidische Norm

Euklidische Norm: |z| = \/(z,z) = \/2% + 23 + 3 (14) BEMERKUNG: In der Literatur wir

das innere Produkt auch mit v - w bezeichnet.

Lemma 5: Sei V ein Vektorraum iiber R mit einem inneren Produkt (-, -). Dann gilt:
(1) (v,w) < |v| - |w] Vv, w eV Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(ii) |v]+ |Jw| > v + w| Vo,weV
(iil) [A-v] =\ -] Vo,weV
Beweis: (i) w=0:sogilt (v,00) =0=v|-0
w # 0: dann

. (v, w) .wr: <U_ (v, w) i (v, w) ~w>
jwl? w7 wl?

_ <v o (v, w) w> ~ (vw) -<w . (v, w) w>
’ jw]? jw]? ’ jw]?

|w] |w |w]
0
2 <v,w>2 </Ua > 2
_‘ | - 2 2 S| |
|w] |wl
= (v,w) = [o|-|w| O
(i) Jv+w[ < |v] + |w
v+w?® = (W4wv+w)

(v,0) + (w,v) + {v,w) + (w, w)
o]* + 2+ (v, w) + |w|”

—~
.
=

WF+2W@¢w%HwF
(ol +|w)* O

I IA
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(ii) [A-of = [A] - [v]
A-v)? = (o, )

A2 (v, v)
= (AI-]o)* DO

[V6-151101]

Beispiel 2.8: V = R? Standart inneres Produkt (-, )

{7, 4)

‘_’|

|Z] - cos p =

Der Winkel zwischen zwei Vektoren #, § € R3\{0} ist durch |x| cos()
die Formel

&

8

{

)

cos(¢) = 171

BN
<

gegeben.

spitzer Winkel < (Z,9) >0
rechter Winkel < (Z,9) =0
stumpfer Winkel < (Z,7) <0

e = (é),<?>,<§>, le1] = |ea] = |es| = 1. {e1,ea) = (e1, e3) = (ea,e3) Orthonormale Basis
0, i#]

1, i=j
(ei,e5) = 51‘1‘{

Satz 4: x = {x1, 29,23} und y = {y1, y2,ys}. Sei ¢ = [0, 7] der eingeschlossene Winkel, dann gilt:

_ {w,y)
0s(e) = {2l o]

Beweis: Wir beniitzen folgendende Fakten: x und y stehen senkrecht aufeinander < (z,y) =0 &
In einem rechtwinkligen Dreieck gilt: cosp =

C

Fall 1: zly & (x,y) =0
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Fall 2: in einem rechtwinkligen Dreieck. 0 < ¢ < 7. Sei xg ein Vektor € Ry, so gewihlt,
dass ¥ — Zoly. xg =t -y

Fall 3: (x,y) <0

—~

_{z,y)
- 2
|y

ily) -y <0

cos(p) = — cos(m — @)
_lwol

x

Kz.w)l

[yl
||

- _ < <‘Ts y>>
e
_ (zy)
ly| |
Beispiel 2.9: Gegeben seien 2 Vektoren @, Zy € R?, @ # . Gesucht ist die Ebene Z1.a in der &
liegt.
i"() S E, T — fQLC_i
Z:= {z € R® (z — z0,a) = 0}
a ={ay,as,a3}, x = {x1, 22,23}, To = {T01, To2, To3}, (x,a) = (xg,a) = Z?Zl Tia; = Zg’zl T0i 0
Sei b= (xg,a) — Z = {z = R3|a121 + as22 + azx3z = b}

Beispiel 2.10: Gegeben seien Zp, d € R3. & #d. Q€ R. 0 < Q < 5+ Gesucht ist der Doppelkegel
K mit Spitze &, Achsenrichtung @, Offnungswinkel Q.

cos() = {&—20,0)
|z = zol|a

(x — zp,a) = cos(Q) - | — x| |al

K = {reR®(x—x0,a) =cos(Q) |z — 20| |al}
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2. Das Vektorprodukt
Definition: Sei u = {u1,ug,us}, v = {v1,v2,v3}, dann ist das Vektorprodukt u x v definiert durch

U2V3 — V2U3
U XV = | usvs — v3uU1
U1V2 — V1U2

BEMERKUNG 1:

u X v = det <u2 u;,») e1 + det <u3 u1> ey + det (u1 1@) e3 oder
v V3 vy U v

3 1 1 U2
U1 U1 up v €1
Us | X v | =det | us v2 €9
us U3 us V3 €3

BEMERKUNG 2:

ep1Xey = e3 e;xe =0
g X ez = €1 62)(62:0
ez X e = €9 €3X63=0

Lemma 6: Das Vektorprodukt ist schiefsymmetrisch und bilinear
(1) 6x5i—5x&’ B
(il) A(@ x b) :q()\d) X bﬁ -
(iii) (@+u) x b= (adxb)+ (@ x b)
Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ. (a x b) X ¢ # (a x ¢) x b

(61 X 62) X ey = €3 Xeg
€1X(62X62) = €1><0

—e1

0

Lemma 7: Das Vektorprodukt erfiillt die Jacobi-Identitdt

(uxv)Xw+ (Vxw)xu+(wxu)xv = 0

Beweis: in den Ubungen. Hinweis: (u x v) x w = (u,w) - v — (v,w) - u
Lemma 8: (u x v,w) = (u,v X w) Spatprodukt

Beweis (Lemma 8):

U2V3 — V2U3 w1
(u x v,wy = ( det | ugvy —wvsuy | — | wa
ULV2 — V1U2 w3

= det(u, v, w)

= det(v,w,u) = (u X w,u) = (u,v x w) O

Spatprodukt: {(u X v, w) (15)

DIE BEDEUTUNG DES VEKTORPRODUKTS: v X u_lu,v
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FOLGERUNG:u x v ist senkrecht auf v und v
L8

(uxv,u)y = (u,uxv)y = (uxuv) =
(u x v,v) £ (vxwvu)y = (0,u) =
NORM:
luxv> = (uxv)(uxuv)
U X v, U X V)

>
o~

= uxv = \/|u|2-|v\2—<u,v>2 u##0,v#0

bl 1=
= Jul|v] /1 —cos?2(p) O<p<m

= |ul|v|-sin(¢) = Fliache Parallelogramm

[v7-191101] U, v € R3

|luxv| = \/|v|2 + |ul® = (u,v)?* = Fliche

FOLGERUNG: u & v sind linear unabhéngig < u x v =0
Beweis: u,v sind linear abhéngig < u = 0,0 = 0 oder der Winkel ¢ = 0 oder 7 < u = 0, oder

v =0 oder cos?p =1

2
@uzOoderszoder%:
|ul [v] Jul* [v]

& Ju” [of* = (u,0)* & Jul* Jo]* = (u,0)

cosp =

2:O

Sluxv?=0=|uxv|=0
Suxv=0 0O

Seien u,v € R? zwei linear unabhiingige Vektoren. Die von u & v aufgespannte Ebene ist definiert
durch

E _ {su+tv|s,t e R} CR?

FOLGERUNG: V w € R3 gilt: w € E < (w,u x v) =0
Beweis: Sei w € E. Dann 3 s,t € R, so dass w = su + tv

(wy,uxv) = (su+tv,uxv)
= s{u,uxv)+1t{v,uxv)
= 5-0+t-0=0 O

*u x v) x w=(u,w) v — (v,w)-u
() - v, w) = (&, u) (v, w)
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Sei w € R? orthogonal zu u x v. Die Vektoren u,v,u x v sind linear unabhingig = die Vektoren
bilden eine Basis = 3 s,t, A€ Rsodassw=s-u+t-v+ A (uxv). wluxv

= (w,uxwv)y = 0

= (su+tu+ Auxv),uxv)y = 0

= s{u,uxvy+tvuxv)+A{luxv,uxov) = 0
0 0 Muxv|?

= A =0 da u x v linear unabhingig
= w=sut+tv=>wek U

3. Determinante
Seien u, v, w € R3. Die Determinante von v,w,u ist definiert durch:

up v w
det(u,v,w) := | ug v2 ws
us Vs Wws

= U1V2W3 + V1waUs + W1ULV3 — UL W2V3 — V1U2W3 — W1V2U3
EIGENSCHAFTEN:

Anti-Symmetrie:

det(u,v,w) = det(v,w,u) = det(w,u,v) =
—det(u,w,v) = —det(v,u,w) = —det(w,v,u) YV ou,v,w € R3
Multilinearitat:
det(u+ v/, v,w) = det(u,v,w)+ det(u,v,w)
det(A\u,v,w) = Adet(u,v,w) Vu, o', v,w€R3VAIER
Normalisierung:
detej,es,es = 1 e1, 2,63 = Einheitsvektoren

BEMERKUNG: Diese Eigenschaften bestimmen die Determinante eindeutig

Lemma 9: F := |u x v|. Seien u,v, w € R3. det(u,v, w) = Volumen des von u,v, w aufgespannten
Parallelpipeds.
Beweis: F := |ux | Flicheninhalt des von u,v aufgespannten Parallelgramm. E := {su+tv|s,t €

R} h =Hohe des Parallelpipeds iiber E. ¢ := Winkel zwischen w & u x v.

= h = |wl||cosy|
= Volumen = F-h=|uXv||w||cosyp|
(uxv,w) = |uxwv||w|cosp =nach Lemma

F - h = Volumen

Lemma 10: Seien u,v,w € R3. u,v,w sind linear abhiingig < det(u,v,w) = 0.
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Beweis: =: u,v,w sind linear abhéngig, das heisst 3 A, u, v € R, so dass mindestens eine dieser
Zahlen # 0 und Au + pv + vw = 0. Sei v # 0. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit v = —1
= w = \u+ pv = det(u, v, w) Rt (uxv,wy=0. 0O

<: Sei det(u,v,w) =0

Fall 1: u,v linear abhéingig. Dann sind auch u,v,w linear abhingig.
Fall 2: w,v linear unabhéngig. Wir wissen (u X v, w) = det(u, v, w) = 0, das heisst w_Lu x v
= Js,t € R so dass w = su + tv = u,v,w sind linear abhingig [

Definition: Basis w,v,w von R3 heisst positiv falls det(u,v,w) > 0 und negativ, falls
det(u,v,w) < 0

BEMERKUNG:
(1) w,v,w positive Basis

= wu, w, v negative Basis
u, —v, w negative Basis
v, w, u positive Basis

(ii) Die Standartbasis ej,es,e3 ist positiv.
(iii) Falls u,v € R? linear unabhingig sind, so bilden die Vektoren u,v,u x v eine positive Basis
des R3, denn det(u,v,u X v) = (u X v,u X v) = |ux v|* >0

ZUSAMMENFASSEND: u, v € R3

(i) w,v linear unabhingig < u x v =0
(ii) w,v linear unabhéngig <

(a) uxvlu,v

(b) |u X U| = FParallelogramm

(¢) u,v,u x v positive Basis

Beispiel 2.11: Gegeben seien zwei Geraden in R3, nicht parallel. 2(t) =a +t-p, y(t) =b+1t-q.
a,b,p,q € R3. Was ist der Abstand dieser Geraden?

= = {a+sp+ig|s,t € R} (Ebene, die a enthélt und zu z(t), y(t) parallel ist)
E = {sp+tg|s,t € R}
P Xq
n= EF=1n={w|(n,w) =0
e (] (. w) = 0)

Abstand der Geraden = Abstand b — a zu F

= Liinge der orthogonalen Projektion von b — a auf E+
=R-n={b—a,n)n|=[{b—a,n)|

_‘<ba, pxq >‘_ [(b—a,px q)
lp x g lp > q

_ |det(b — a,p, Q)|
Ip % q

4. Die komplexen Zahlen
[V8-221101]

Definition: V 2 € R 22 > 0. Wir bezeichnen mit i eine Zahl, deren Quadrat = —1 ist.
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iri?=—1 (16)
Die Menge der komplexen Zahlen bezeichnen wir mit C = {z =z +i-y|z € R,y € R}
RECHENREGELN: z =z +iy € C, 2/ =2’ + iy € C

2472 = s+ +yi+yi=(+2)+y+y)i
z-2' = (z+y)(a +iy) = xx +ivy +ix'y —yy

Satz 5: Die komplexen Zahlen, mit Addition und Multiplikation, bilden einen Koérper. Multipli-
kation und Addition sind kommutativ und assoziativ,

Z1+2 = Z2t+2a
2122 = 222
(z14+22) 23 = 21 (224 23)
Oc = Ogp+10r
z+0 = =z VzeC
VzeCz+(—2) = 0
lc = 1r+Ogre
z-1 = z VzeC
VzeC Jz7! = %E(Csodass%wzo

: _ - 1 _ 1 _ r—1iy . x—iy T iy
Sei z = x + iy und s T i T G — PR T i T e
Ebenso distributiv

21~(22+Z3) = 21-22+ 2123 V z1,29,23 € C

BEZEICHNUNGEN: Sei z =z + iy € C z,y € R. Wir nennen ...

x = Rz ...den Realteil von z
y = Sz ...den Imaginirteil von z
zZ = x —1iy konjugiert komplexe Zahl von z

Realteil von z x =: Rz (17)
Imagindrteil von z y =: Sz (18)
Konjugiert komplexe Zahl von z Z := x — iy (19)

Lemma 11: (i) z1+22=Z1+7%
122 =721"22
Z=—Z, z=l=271

—
—-
=

=
™D

[ V)

[N

gl |

z=1(2+7%), Sz=1(2-72)

z=R&2=7%2
Beweis: Alle trivial bis auf (7).

Z1 72 = (21 —iy1)(z2 —1y2)
= (122 — y1y2) — i(T1y2 + T201)
= 2129 O
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Definition: Sei z = 2 + iy € C. Die reelle Zahl |z| = /22 4 y? heisst Absolutbetrag von z

Absolutbetrag: |z| = /a2 + y? (20)

Lemma 12: V z, 2’ € C gilt:

() o =2z

(i) |z- 2| = [2]|2]
(ii) |z + 2| <[z] 4[|
(iv) [Rz| < 2], [Sz[ <[]
(v) zeR=|z|c = |2|g
Beweis: (i) v
() |z- 2P =222 2 =2-2 -2-2 =237 = |2 |2/

(iii

bereits bewiesen C = R? (I>

) Y
(iv) trivial
>0
(v)yzO:>|z|=\/x_2{x’ =
-z, <0

5. Polarkoordinaten

z = R-cos(p), y = R-sin(yp), 2* +y* = R?
z=R-(cosp+ising), R >0, ¢ € R\(27-Z), |z| = /22 +y?> = VR? = R. Der Winkel von ¢

von z ist nur bestimmt bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27

BEZEICHNUNG: €' = cos ¢ + isin ¢ heisst Eulersche Formel

Eulersche Formel: €9 = cos ¢ + isin g (21)

Lemma 13: V p,1) € R: e . ¥ = ilet)

Beweis:
(cos +ising) - (costh +isiny) = cosp-costh —sing -sin
+isinp - cos +icosy - siny
= cos(p+¢)+i-sin(fp+vy) O
Beispiel 2.12: (a) e? =i
(b) e = -
(c) €% = —i

(d) e*™k =1 VkeZ

BEZEICHNUNG:
z = R-e¥
R = [¢]
¢ = arg(z) € R\2rZ
Y = R'.e¥
2.2 = R.-R .e¥.ev = (R-R')- eilete’)
R-R = [3]]]
p+¢ = arg(z2) = arg(z) + arg(2’)

Beispiel 2.13: 2z = R-¢? = 2" = R" - ¢l
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Beispiel 2.14:

INE]

= = z1:1+i:\/§~ei

2 . P
e's™ 20 =V3—i=2.¢"%

Beispiel 2.15: Gegeben sei eine komplexe Zahl ¢ = a + bi € C. Gibt es eine komplexe Zahl
2z = x+iy € C, so dass (x+iy)" = a+bi? Sei c = r-e'?. Sei z = P/ gif TREE k=0,1,...,n—1

EINHEITSWURZEL: Die Zahlen z, = e2™*/" k= 0,1,...,n—1 heissen n—te Einheitswurzel. Es gilt
z,’;:leEN.z”—ﬁ—cn,l'z"’1+~~~+clz—|—00:0 g

Einheitswurzel z, = et =¥ k=0,1,....,n—1 (22)

Satz 6: Fundamentalsatz der Algebra. Sei n € N, n > 1. Seien ¢y, c¢1,...,¢,—1 € C. Dann 4 z € C,
so dass f gilt, das heisst jedes Polynom des Grades n > 1 hat mindestens eine Nullstelle.

BEMERKUNG: 22 =c=a+bi, z=x+iy, 22 =22 —9y> + 22y = c = 22 — 4% = a, 22y = b. Es gilt
auch 22 + 2 = 2> = |¢| = Va2 + b2

= 22 = %(\/m—&—a)
y? = %(\/m—a)

6. Zusammenfassung

1 Ein Vektorraum (iiber R) ist eine Menge V zusammen mit zwei Operationen:
Addtion: VXV —>V: (v,w) —v+4w
skalare Multiplikation: R xV -V : (A\v) — X-v

2 Sei V ein Vektorraum iiber R. Sei {e1,es,...,e,} C V. Die Vektoren ey, ..., e, heissen linear
unabhéngig, falls fiir alle Ay, ..., A\, € R gilt:

Z)\i.ei:():h\lz)\zz...:)\n:o

i=1
3 Die Vektoren ey, ..., e, heissen vollstindig, wenn Vo € V. 3 A1,..., A\, € R so dass

v = Z )\7, - €5

i=1

4 Die Menge {ey, ..., e, } heisst eine Basis von V, wenn sie sowohl unabhéngig, als auch vollstindig

ist. Wir sagen, dass V die Dimension n hat, falls es eine Basis gibt, die genau n—Elemente hat.

5 Sei V ein Vektorraum iiber R. Ein inneres/skalar Produkt ist eine Abbildung von VxV — R :
(v,w) — (v,w) mit folgenden Eigenschaften:
(i) symmetrisch: (v, w) = (w,v) YVov,w eV
(ii) bilinear: (vy + vo, w) = (v, w) + (vo,w) YV vy, v2,w €V
(Mg, w) =X (v,w) Yo,weV
(iii) positiv definiert: (v,v) >0 Vv € V\{0}

6 Sei V ein Vektorraum iiber R mit einem inneren Produkt (-,-). Dann heisst die reelle Zahl

|v| ;= /{(v,v) die Norm von v
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7 Der Winkel zwischen zwei Vektoren 7, i € R3\{0} ist durch die Formel

(Z,9)

|Z] |41

gegeben. Ist (Z,¢) > 0, dann ist es ein spitzer Winkel, (Z, %) = 0 ein rechter Winkel, (Z,7) < 0
stumpfer Winkel.

cos(p) =

8 Bei einer orthonormalen Basis stehen die Basisvektoren senkrecht aufeinander und haben die
Lénge 1.
9 Sei u = {uy,us,uz},v = {v1,v2,v3}, dann ist das Vektorprodukt u x v definiert durch

U2V3 — V2U3
U XUV = | uzv; —U3U]
U1V — V1U2

10 Das Vektorprodukt ist schiefsymmetrisch und bilinear
) @xb=—-bxad
x b) = (A\@) x b
(i) (@4 @) x b= (@ x b) + (& x b)
es ist jedoch nicht assoziativ.
11 Das Vektorprodukt erfiillt die Jacobi-Identitét

(uxv)xw4+ (vxw)xu+(wxu)xv = 0

12 Fiir das Spatprodukt gilt (u X v, w) = (u,v X w)
13 u x v ist senkrecht auf u und v
14 u x v ist gleich dem Parallelogramm, das von v und v aufgespannt wird.

15 Seien u,v,w € R3. Die Determinante von v, w, u ist definiert durch:

uyp v wi
det(u,v,w) := [ us w2 wo
u3z vz ws

= U1V2W3 + V1WaU3 + W1U2V3 — UTWV3 — V1U2W3 — W1V2U3

16 Die Determinante hat folgende Eigenschaften: Anti-Symmetrie:

det(u,v,w) = det(v,w,u) = det(w,u,v) =
—det(u,w,v) = —det(v,u,w) = —det(w,v,u) YV u,v,w € R3
Multilinearitat:
det(u+u',v,w) = det(u,v,w)+ det(v,v,w)
det(Au,v,w) = Adet(u,v,w) Vu,u',v,we€R3VYAIER
Normalisierung:
dete,eq,e3 = 1 e1,€es,e3 = FKinheitsvektoren

17 Seien u,v, w € R3, dann ist det(u,v,w) = Volumen des von u,v, w aufgespannten Parallelpi-
peds.
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18 Seien u,v,w € R3. u,v,w sind linear abhiingig < det(u, v, w) = 0.

19 Die Basis u,v,w von R? heisst positiv, falls det(u, v, w) > 0 und negativ, falls det(u,v,w) < 0
20 Wir bezeichnen mit ¢ eine Zahl, deren Quadrat = —1 ist.

21 Die Menge der komplexen Zahlen bezeichen wir mit C = {z =z +i-ylxz € R,y € R}

22 Sei z =x +iy € Cund 2’ = 2’ + iy’ € C, dann gelten folgende Rechenregeln

2472 = z+d4yi+yi=(x+2)+Wwy+y)
z-2' = (z+y)(a +iy) =axx +ivy +ix'y —yy

23 Die komplexen Zahlen, mit Addition und Multiplikation, bilden einen Koérper. Multiplikation
und Addition sind kommutativ und assoziativ.

24 Sei z = x + iy € C z,y € R. Wir nennen x =: R(z) den Realteil von z und y =: 3(z) den
Imaginérteil von z.

25 Z := x — iy nennen wir die konjugiert komplexe Zahl von z.

26 Fiir die konjugiert komplexe Zahlen gelten die Rechenregeln:
Z1+ 2 =71+ 22

S~
D

(11; 7123 =21 %2

(iil) =z = -7, z~l=,"1

(iv) z==2

(v) Rz = 3(z+72), Sz=1(z-7%)
(Vi) z=R& z2=7%

27 Sei z = x + iy € C. Die reelle Zahl |z| = y/22 + y? heisst Absolutbetrag von z

28 V z, z € C gilt:

i) |2/ =2-7
(ii) [z-2'| = [2]|7|
(ii) |z + 2| < |z] + 1]
(iv) [Rz| <[zf,  [S2] < 7]
(v) zeR=|z|c = |2|g

29 Fiir die Polarkoordinaten gilt: x = R - cos(p), y = R -sin(p), 2% + y =R?
z=R-(cosp+ising), R>0, ¢ € R\(27-Z), |z| = /22 +y?> = VR? = R. Der Winkel von ¢
von z ist nur bestimmt bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27

30 Es gilt €Y = cos ¢ + isin ¢, was wir Eulersche Formel nennen.
31 Die Zahlen z,, = €™/ . = 0,1,...,n—1 heissen n—te Einheitswurzel. Es gilt zp=1VEkeN

32 Der Fundamentalsatz der Algebra lautet: Sei n € N, n > 1. Seien ¢g,c1,...,¢,—1 € C. Dann
Jz€C,s0dass 2" +cp_1 - 2" L4+ 4124 o = 0 gilt, das heisst jedes Polynom des Grades
n > 1 hat mindestens eine Nullstelle.
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Stetigkeit

[V9-261101]
Wenn sich « nur wenig dndert, soll ¢ = f(x) sich nur wenig
andern. g = f(x) heisst stetig, falls f an jeder Stelle z stetig

st feoke

Definition: Sei f : R — R gegeben, und z; € R. f heisst

stetig an der Stelle zg, wenn V ¢ > 0 3 6 > 0, so dass

VreR F(x)
S (x)~

|z — @0 <0 = |f(z) - flzo)| <e

Beispiel 3.1: f(x) = 3 ist stetig. § kann beliebig gewiihlt werden.
Beispiel 3.2: f(z) = 2. Wir kénnen 6 = ¢ wihlen.
Beispiel 3.3: Angenommen f : R +— R erfiillt die Bedingung 3 C' > 0 so dass

[f(xo) = flz)| < Clzo—za|

fiir alle xo, 21 € R. (Wenn dies gilt, so heisst f Lipschitz-stetig). Wenn f erfiillt ist, so ist f stetig
an jeder Stelle xg. § =¢/C

Beispiel 3.4: f:[0,00) — [0,00) f(x) = /2. f ist stetig an der Stelle 0. |f(z¢) — f(0)| = f(z) <
V0 =¢.0 <z <§=e?, aber nicht Lipschitz-stetig, denn

[f(@) = floo)| _ v 1
|2 — 0] oz \/Eﬁc

0, =<0

f ist unstetig an der Stelle x =0. 0 <e < 1
1, >0

Beispiel 3.5: f(z) = {

0, z <

sin(2), x>0

x

Beispiel 3.6: f(z) = { f ist unstetig an der Stelle z =0
Definition: Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d), wobei X eine Menge ist, und d : X x X +— R
eine Abbildung, die folgende Eigenschaften hat.

o d(z,y) >0 Va,yeX

e dlz,y) =0 zx=y VzyeX

o d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)

Beispiel 3.7: X =R"  x = {x1,22,...,2,}

lz| = Vai+ad+o- 442
lz+yl < |z[+ |yl
d(z,y) = |z —y| x,y € R™ FEuklidische Norm

31
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Beispiel 3.8: Sei ) C R™. Dann ist (2, d) ein metrischer Raum, wobei d(z,y) := |x — y| V 2,y € Q

Definition: Seien (X,d,) und (Y, d,) metrische Rdume. Eine Funktion f : X — Y heisst stetig
an der Stelle zp € X wenn gilt: Ve >0 35>0 Vze X d(z,x0) <= dy(f(z), f(xo)) <e

Beispiel 3.9: f:R?2 —R. f(z1,22) =21 + 22 2= (71,72) € R?

If(z) = fW)] = |z1+22—y1 — v

|71 — y1 + 22 — Yol

|1 = y1| + |22 — o

2-Jz—yl (lz—yl= (21— y1)*+ (x2 — y2)?
f ist Lipstitz stetig

f ist stetig

44 Inia

Beispiel 3.10: f:R?2+— R f(z) = x; - 2. Ist f Lipschitz stetig? Das heisst 3 7 C' > 0 so dass
Va,y € R?|f(x) — f(y)| < Clz —y| — Nein. Sei R > 0. Dann gibt es eine Konstante C' > 0, so
dass gilt Vo, y e R?  |z2| <R, ly/ < R=

lf(x) = fly)] < Clz—y

If(z) = f)] = [z122 — y192]
= |z122 — T1Y2 + T1Y2 — Y172
< zi(w2 — )| + |y2(z1 — y1)
= |z1]]z2 — yol + |y2| [71 — y1
< ol ]z =yl + [yl lz -yl
< Relz—y[+R-|z—y
< 2-R-|xz—y|

Behauptung gilt fiir C' = 2R. f ist lokal Lipschitz stetig

BEMERKUNG: z = (31) € R?. |2| = /2% + 23 22 < 2?4+ 2% = a? < Vat+ad = | <

|z |w2| < |a] = |21 — ] < Jal |z —y[ + [yl [z —y]

Beispiel 3.11: Sei f : R\{0} — R definiert durch f(z) := 1
xT

xo € R\{0}. Sei € > 0 gegeben. Wir wéhlen ¢ > 0 so dass § < % 0 < @ Sei z € R so dass
| —zo| < 0

. Behauptung: f ist stetig. Sei

lzo — x| > |zo| — |2]
= lz| > |zo| =[x — 20
> |xo| =46
w0l __ |zol
> |mo| - =1
= 1f@) - ) = |E-Z
To—x . \IO*CE\
lfxo | = Rl
2-|z—x9 25
wo? . S TP €

Lemma 14: Seien (X,d,), (Y,dy), (Z,d.) drei metrische Réume und f : X — Y g : Y — Z
stetige Funktionen, dann ist die Funktion go f : X — Z ebenfalls stetig.

Beweis: Seien zp € X und € > 0 gegeben. Die Funktion g ist stetig an der Stelle yo = f(z0),

dp>0 VyeY dy(y, f(zo)) <p=d(g(y), 9(f(20))) <& =
Da f stetig ist an der Stelle g, 30 > 0sodassVz € X, dy(z,x0) <0 = d,(f(x), f(zo)) <p ==
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Sei z € X so dass d,(f(z), f(z0)) < p = d.(go f(x),g0 f(x)) < &.
Damit haben wir gezeibt, dass g o f stetig ist an der Stelle zg € X. Dies gilt fiir jedes x¢ € X,
somit ist g o f stetig. O

Lemma 15: Sei (X, d) ein metrischer Raum und fi, f2 : X — Rund f: X — R\{0} seien stetige
Funktionen.
= Die Funktionen f1 + fa, f1- fo, % : X — R sind stetig.

Beweis: F' : X +— R? gegeben durch F(x) = (fi(z), f2(z)). Sei g : R? — R gegeben durch
g(x1,22) = 21 + 9. = F, g sind stetig. £y go F stetig. (f1 - fo, % sind aus dhnliches Argumenten
—

fi+f2
stetig).

Beispiel 3.12: Jedes Polynom p : R — R ist eine stetige Funktion. p(z) = ap+a1z+- -+ = Jeder
Summand ist stetig nach Lemma 14 und Lemma 15
= Die Summe ist stetig nach Lemma 15

1. metrische Riume

Definition: [vio-201101] Ein metrischer Raum ist ein Paar (X,d), wobei X eine Menge ist und
d: XxX—=R so dass:

(CE y)*d(yv ) Vm,yéX

d(z,y) > Vz,ye X

d(z, )—O@x—y

d(z,z) <d(z,y) +d(y,2)  VryzeX

Wir nennen d(z,y) den Abstand zwischen x und y.

Beispiel 3.13: p; : R"(z = {z1,29,...,2,}) = R

pi(x) = w;
y=1,...,n

BEHAUPTUNG: p; sei stetig

METRIKEN: z,y € R:d(z,y) = (x —y) z,y € R" x=Ax1,...,z,} y={vy1,-- Yn}t

d(x,y) = ‘Jf—y| = \/(.131 _y1)2+"' + (xn _yn)2
le—zl=le—y+y—z[<|le—yl+ly—2 Vaz,yzeR"

ERINNERUNG: (v; < -, - >) < Vektorraum mit Spatprodukt.

[v] == /<v,v>=|v+w| < v+ |w|

n
Beispiel 3.14: V=R" <z,y>= Z TiYi

o] = y<E TS = ,@
1pi() — pi(w)] = |i — il < /@i =9 = |z — ]

Beispiel 3.15: Sei (X,d) ein metrischer Raum, sei f : X — R™ gegeben. Seien fi(x),..., fo(x) € R
die Koordinaten des Vektor f(x) = {fi(x),..., fu(z)}

BEHAUPTUNG: [ ist stetig < f; ist stetig Vi € {1,...,n}
=: x LR Rptfi=piof  fi,pistetig = f;
<: Wir nehmen an, dass f;,..., f, stetig sind an der Stelle xy. Wir wollen zeigen, dass f stetig
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ist an der Stelle xzg. Sei ¢ > 0. Da f; stetig ist in g 3 J; > 0 so dass V z € X d(z,z9) < d; =
fi(@) = fiwo)l < 5= Vi=1,2,--,n

Sei § := min{dy,...,0,} > 0 dann gilt V x € X : d(z,z0) < § = |fi(z) — fi(zo)| < =

2
vn
2

ZU&O—E@MF<%E;=§=Hﬁ@0—ﬂmﬂ—v§Xﬂ@—f@wV<€

Beispiel 3.16: f : CxC — C f(z1,22) = 2129 X=CxC 21 = x1 + iy Zo =
To + Zy2

f=R0)+iS(f)  R(),S(f):CxC—R

Rf(z1,22) = 2122 — Y192 Sf(21,22) = 21y2 — Y122

Wir wissen das R(f), S(f) stetig sind B35 f ist stetig

Beispiel 3.17: f:C\{0} —» C flz)=1

RIG) = =2 Sf(2) = s

= Rf(2),3f(2): C\0 — R B&I5 £ st stetig

Beispiel 3.18: f:CxC—C f(21,22) = 21 + 22 = stetig (wie oben)

Beispiel 3.19: Seien ay,...,a, € C bg,...,b, €C

Sei 2 := {z € Clq(z) = 0} q(z) = by + b1zt + - +by2"
p(z) =ap+arz+ -+ a,z"

[:Q—=C, f(z):= % = [ ist stetig

fla, b)) = R a<b

[a,b] :={z € Rla <2 < b}

2. Zwischenwertsatz
Seien a,b € R so dass a < b, seien f[a,b] — R stetige Funktionen. Sei ¢ € R so dass f(a) < ¢ <
f(b) =3z € la,b] so dass f(x) =c
Beweis: Wir benutzen das Vollsténdigkeitsaxiom fiir die reellen Zahlen. Sei A := {a € R|V z €
[a,b] :z € = f(x) <c}
Sei B:={f €R| 3z € la,b] sodassz < und f(z) > c}

=
e R=AUB,ANB=10
eacAd <a=dcA
e B >p=p€B
eacAbeB
Vollfx. 5 xo € Rsodass A C (—o0,29] B C [z9,0)

BEHAUPTUNG 1:a <2y <b
BEHAUPTUNG 2: f(z9) = ¢
Beweis (von 1): a € A C (—o0, zg]

=VaeAgila<x

=Va<umx } gleiches gilt fiir b

Beweis (von 2): (Durch Widerspruch). Angenommen f(xg) # ¢ dann gilt entweder f(xg) < ¢
oder f(xzg) >0

FaLL 1: f(z) <c¢ seisz%(wo)>0
Da f stetig ist an der Stelle z( existiert ein 6 > 0, so dass fiir jedes = € [a,b] folgendes gilt:
[z — mo] < delta = |f(z) — f(xo) < e YV x € [a,b] so dass [z — o] < d gilt f(z) — f(zo) <
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\f(@)—f(zo)] <& flx) < f(zo)+e = flwp)+ L) — ¢ JW) < ¢ Hieraus folgt z9+6 € A
zu zeigen: V x € [a,b] gilt < 29+ 0 = f(x) < c

(i) @ < g, dann ist f(z) < ¢ (andernfalls wiire = € B’)

(i) o<z <+ =|r—20| <= fx) < c= also gilt Vo + e Al

FALL 2: f(x¢) > ¢ c = f(-rg)—c
wéhle ¢ so dass | — xg| < = |f(x) — f(zo)] < e Dann gilt V = € [a,b] |z —xzo| €= f(x)>c

o — 1) S B!
3. Zusammenfassung

1 Sei f: R +— R gegeben, und z; € R. f heisst stetig an der Stelle g, wenn Ve >0 3§ >0, so
dass Vo € R

|z — @0 <0 =|f(z) = flzo)| <e

2 Angenommen f : R — R erfiillt die Bedingung 3 C' > 0 so dass
|f(zo) = fz1)] < Cleo—aa| g

fur alle zg, 1 € R, dann heisst f Lipschitzstetig.

3 Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d), wobei X eine Menge ist, und d : X x X +— R eine
Abbildung, die folgende Eigenschaften hat.

o d(z,y) >0 VzyeX

e dlz,y)=0&z=y Vae,yeX

o d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)

4 Sei @ C R™. Dann ist (€2,d) ein metrischer Raum, wobei d(z,y) = [z —y| ¥V z,y € Q die
euklidische Norm genannt wird.

5 Seien (X,d,), (Y,dy), (Z,d,) drei metrische Raume und f: X — Y ¢:Y — Z stetige Funktio-
nen, dann ist die Funktion go f : X +— Z ebenfalls stetig.

6 Sei (X, d) ein metrischer Raum und f1, fo : X — Rund f : X — R\{0} seien stetige Funktionen,
dann sind die Funktionen f + fa, f1 - fa, % : X — R stetig.

7 Seien a,b € R so dass a < b, seien f[a,b] — R stetige Funktionen. Sei ¢ € R so dass f(a) < ¢ <
f(b) = 3Jz € la,b] so dass f(x) =c
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Konvergenz & Folgen

1. Konvergenz

Definition: [vii-0s1201] Sei N — R : n — x,, eine Folge reeller Zahlen. Sei z € R. Wir sagen x,
konvergiert gegen x wenn es fiir jedes € > 0 ein ng € N gibt, so dass

n>ng=|r—x,| <e

Wenn dies gilt, so nennen wir = den Limes oder den Grenzwert der Folge x,,.

Grenzwert: x = lim,,_, oo Ty, T, €R (23)
BEZEICHNUNG:
r = lim, .z,

T, — X

Beispiel 4.1: z,, = %

lim — =0
n—oo N,

Beweis: Sei ¢ > 0. Wir wihlen ng € N so dass % < ng. Dann gilt
n—lo < g, also

Beispiel 4.2: Sei r,, > 0 so dass

lim, ,eorn = 0

Sei z,, € R eine Folge und C' > 0, so dass
lzn| < Cry, VneN

Dann gilt lim,, ..oz, =0

Beweis: Sei ¢ > 0. Dann ist & > 0.
Da 7, — 0 gibt es ein ng € Nso dassn > ng = r, < &
Also: n > ng = |z, < Cr, <e

Beispiel 4.3: Sei ¢ € R so dass |¢] < 1
Dann gilt

lim, ..ocq" = 0

36
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Beweis:ﬁ>1.8eiq¢OSei5::ﬁfl>0
1
=>— =146
lq|
1 n n 2 n
:>W=(1+5) =1+nd+ 0 0“4 406" >nd
q
=q" < !
=05
n 1 . . 1
=lq|" <C- Beispiel .4.3 fiir r, = —
n n

= lim ¢" =0
n—oo
Lemma 16: Seien x,, y, € R konvergente Folgen und sei
r; = lim,_ o xp
yi = lim, oo yn
= Die Folgen z,, + ¥, ©n, y, konvergieren und
x4y = lm,_oo(zn + yn)

r-y = lim,, o0 @, - Yn

Falls « # 0 dann konvergiert die Folge i und

1 . 1
> hmnﬂooz

Beweis: Wir nicht gefiihrt, mit Stetigkeit
Beispiel 4.4:
(5n — 1)(n? + 3)

T T B+ 7)3
G-+ )
B+3)°
lim (5 — l) =5
n—oo n

, 3
hm(l—l—ﬁ)zl

n—oo

Nach Lemma 16

: _ 51 5
hmnﬁoo Tp = 33 — 927

Definition: Sei (X, d) ein metrischer Raum. Sei N — X : n — x,, eine Folge in X und n € X Wir
sagen x,, konvergiert gegen x wenn gilt Ve >0 dngeN VneN

n>ng=dz,,z) <e

Konvergenz: n > ng = d(z,,z) < e (24)
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Beispiel 4.5: Sei z, € C und z € C. Dann gilt

zn — 2 & R(z,) — R(z)
S(zn) — 3(2)

Beispiel 4.6: Sei g € C so dass |q] < 1
Dann gilt

lim, ..ocq" = 0

(genau wie im Beispiel 4.3)
Satz 7: Seien (X,d,) und (Y,d,) metrische Réume und f : X — Y eine Abbildung. Sei zg € X
dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist stetig an der Stelle xq
(ii) Wenn z,, € X eine Folge ist, die gegen x( konvergiert, dann konvergiert die Folge f(z,) €
Y gegen f(zo)

Beweis: (i) = (ii): Sei f stetig an der Stelle x.
Sei x,, € X so dass x,, — xg

Zu zeigen: f(x,) — f(xo).

Sei € > 0. Da f stetig ist an der Stelle x( gilt:
16>0 VzelX:

do(x,m0) <0 = dy(f(x), f(20)) <e

Daz, —mzgilt:dngeN VneN:

n>ny = dy(zn,x0) <9

Dann gilt fiir jedes n € N:

n>nyg = dy(zn,x0) <9

= dy(f(xn)’ f(‘rO)) <e

Also konvergiert f(x,) gegen f(zo) O

(17) — (i):
INDIREKTER BEWEIS: —(i) — —(497): Angenommen f ist nicht stetig an der Stelle zg

NEBENBEMERKUNG:

fstetiginzy & Ve>0 I6>0 VeeX
do(2,20) < 6 = dy(f(2), f(20)) <e
f nicht stetiginzy < de>0 Vd>0 Jze X sodass
do(x,20) < 6,dy(f(x), f(x0)) 2 € (%)

f ist nicht stetig im Punkt z.
Sei € > 0 so gewdihlt dass (x) gilt. Wir wéhlen 6 = L+ in (x).

= Fiir jedes n € N existiert ein z,, € X so dass dy(zn, z0) < 2, dy(f(z), f(z0)) > €

= lim, o0 ¥, = Zo, aber f(wn) M) f(l'()) U
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BEMERKUNG: Seien z,, € X und z € X. Dann gilt

lim, .z, =2 & lim,_oode(zy,2) =0

Definition: Eine Folge x,, € R heisst monoton wachsend (bzw.) fallend, falls fiir jedes n € N gilt:
T 2 Tp—1 (bZW) T S Tn—1
xy, heisst beschrdankt wenn es eine Zahl x > 0 gibt, so dass |z,| < C fiir jedes n € N.

Satz 8: Jede monotone und beschriankte Folge reeller Zahlen konvergiert.

x(n) x(n+1) C

ABBILDUNG 1. monoton wachsende, beschriankte Folge

Beweis: Sei z,, € R eine beschriankte monoton wachsende Folge.

ZU ZEIGEN: dx € R so dass z,, —
Sei A:={a € R|3In € Nso dass z, > a}
Sei B :={b e R|Vn e N gilt 2, <b}
=R=AUB, ANB=0,A=0,B=10

a€Ad <a = a €A
beB W >b = UeB
= JzeRsodass AC (—o0,z] B C [r,00)
—~
Vollst.Ax.
BEHAUPTUNG: z,, — x
Seie >0
= z+ec¢A
x—ec¢B
= x+ec€B
r—e€A

dng € Nso dass x — e < xp,
Vn>ng:x—e<xp, <y <T+e€
Vn>ngglt |z, —2|<e O

Py

[V12-061201]

Beweis (Zwischenwertsatz): f:[a,b] — R stetig

fla) <c < [f(b)
=3Jzela,b sd f(zr)=c

Beweis: Wir definieren zwei Folgen a,,, b, wie folgt

ap:=a bop:=0

Wir nehmen an a,,, b, seien gegeben so dass a,, < b, und f(agp) < ¢ < f(by) Wir definieren

G, falls f(%) >c
a +1 = a an n
" Gatbn - falls f(2adbn) <
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—“”'QH’", falls f(a";'b") >c
bn+1 =

b, falls f(%etle) <

Dann gilt:
(1) a<ap<apyr <bpyr <b, <D
(2) flan) <c< f(bn) VneN
(3) bn_an:b__a Vn>0

on

Satz 9: = Die Folgen a,, und b,, konvergieren. Ausserdem konvergiert die Differenz b,,—a,, gegen 0.

= lim,_.a, =lim, . b,=x

= f(x) = lim,—oo f(an)
<c
= f(limy,— 00 bp)
= f(z)

= f(=) <c< f(@)

= f(z) =c

BEMERKUNG: Falls ¢,, € R eine konvergente Folge ist, so dass

Yo > 0 VneN

Beweis: siehe Ubung

2. Supremum
X C R heisst nach oben beschrinkt, wenn es eine Zahl b € R gibt, sodass x <b Vz e X
Beispiel 4.7: X =]1,3[={z € R|]1 <z < 3}

Eine Zahl b € R heisst obere Schranke von X, falls x+ < b V z € X. Eine Zahl by € R heisst
Supremum von X, oder kleinste obere Schranke von X falls.

(i) b ist eine obere Schranke von X
(ii) Falls b € R eine obere Schranke von X ist, so gilt by < b

Satz 10: Jede nicht leere, nach oben beschrinkte Teilmenge X C R besitzt ein Supremum.

Beweis: Sei
B:={beR |VzeX gtz <b} (Menge der oberen Schranken von X)
A:={a€eR |Fze€ X sodassz>a}

= AUB,ANB=10
A#0,B#0
ad<a€cA=d €A
V>beB=10VecB

3by € Rso dass A C (—o0,bg], B C [by, 0).

= by ¢ A, sonst gébe es ein x € X

so dass by < zrundzr < a Dann gibt es aber auch ein § > 0
so dass by + 0 < z;

also ist bg + 0 € A. Widerspruch

bo € B

b ist eine obere Schranke von X und by < b

fiir jede obere Schranke von X

= bg ist Supremum von X

Voll. Ax
=

4
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BEMERKUNG: Es gibt genau ein Supremum
BEZEICHNUNG:

Supremum: by := sup X = sup,cx (25)

3. Teilfolgen

X =1
Ty = 0
r3 = 1
Ty = 0
s = 1

. 0, falls n negativ
" 1, falls n positiv

0 1

ABBILDUNG 2. Die Folge alterniert zwischen 0 und 1

Definition: Sei X eine Menge. Sei N — X : n +— x,, eine Folge von X. Eine Teilfolge von x,, ist
eine Folge der Form N — X : k — y; = x,,,, wobei ny € N eine Folge natiirlicher Zahlen ist, so
dass ny <ng <ng <--- (dh. ng <ngy1 VEkeN).

Beispiel 4.8: y := zo

Satz 11: (Bolzano- Weierstrass) Jede beschrinkte Folge reeler Zahlen hat eine kovergente Teil-
folge.

Beweis: Sei z,, € R eine beschrdankte Folge. Dann gibt es reele Zahlen a, b € R so dass a < b und
a<z, <b VneN L:=b—a (Linge des Intervalls)

L
a a+— a+— a+— b

ABBILDUNG 3. Einteilung der Intervalle

Fiir jedes k € N teilen wir das Intervall [a, b] in 2% gleiche Teile mit Randpunkten
jL

a+ s j=0,...,2"
Wir wihlen eine Zahl
i L
ap = a+ Jk

ok
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(1) jr €1{0,1,2,...,2F — 1}
(2) ap < apr < ap + 5+
d.h. apy1 = ag oder ax41 = ay, + Qk%
(3) Es gibt unendlich viele Elemente n € N, so dass ap, < z,, < aj + 2%

o vielerx,

ak+l

ABBILDUNG 4

Wir wihlen eine Folge ny € N, so dass

(i)akgznkgakJr# VkeN
(ii) Nk41 > Nk VkeN

= ap a1 <O VkeN
|, — ag] < 2%

= Die Folge aj, konvergiert
limy o0 (2, —ar) =0

%) Die Folge x,,, konvergiert. [J

Satz 12: Sei a < b reelle Zahlen und f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es ein

xo € [a,b] so dass f(xg) > f(x) Y a € la,bl.

Jyo € [a,b], so dass f(yo) < f(z) Yze€lab].

BEZEICHNUNG: () # X C R heisst von unten beschrinkt. Dann ist das Infimum von X die grésste
untere Schranke

Infimum: inf X = inf,cx x (26)

UBUNG: Geben sie genaue Definitionen. Siehe Anhang 1 auf Seite 190

[V13-101201]

Satz 13: Sei a < b und f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es Punkte zq,yo € [a, b,
so dass

flwo) < f(o) < flyo) Vaelab]

Beweis: SCHRITT 1: Die Funktion f ist beschréankt, d.h. 3 ¢ > 0, so dass

[f(x)] < ¢ Vz€lal]
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\

ABBILDUNG 5

Wir beweisen Schritt 1 mit einem Widerspruchsargument: Angenommen f ist nicht beschrinkt

= VneN 3Juz, € [a,b]sodass |f(xz,)| >n
947 Die Folge x,, hat eine konvergente Teilfolge
Tn, k=1,2,...,n,sel x:=lim, o Tn,
Wir wissen |f(zn, )| > nk >k
Daher kann die Folge f(zy, ) nicht konvergieren. Widerspruch.

SCHRITT 2: Existenz von yo. Sei M := sup,<, <, f(z) d.h.

(i) fl) <M Vz € [a,b
(ii) YVneN 3Tz, € [a,bl], so dass M — % < flzn)

= 3 konvergente Teilfolge x,, — yo
= f(yo) = limp—oo f(zn,) =M

SCHRITT 3: Existenz von xg. Genauso wie Schritt 2, oder f durch —f ersetzen.

4. Reihen
,unendliche Summen®
art+aztaz+- = >l ak
Was heisst das?
Definition: Sei a1, as,as, ... eine Folge reeller oder komplexer Zahlen. Die Reihe ;- heisst

konvergent, wenn die Folge der Partialsummen S, := Y p- ; a; konvergiert. In diesem Fall bezeich-

nen wir den Limes mit
oo n
Limes = E ap := lim E ak
n—oo
k=1 k=1

Limes: Y oo | ag = lim, oo Y, ak (27)
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Beispiel 4.9: GEOMETRISCHE REIHE: q € C, lg] <1, ar:=q%, k=0,1,2,...

i (51)
k=0

k=0
1— n+1
= lim g
n—o00 1— q
_ 1
-1,
Beispiel 4.10: HARMONISCHE REIHE: aj, = + 1+1+3....

0 1 s .
> neq 7 divergiert.

1
Sp = Z%
k=1

1 1 1
Sop—Sp = —— +——+---
2 n+1+n+2+ +n+n
n Summanden
1 1
>n.— = =
- 2n 2
:>52r: Sl +(SQ—51)+(S4—52)+"'+(S2"_52"*1)
~— —- — —— —_————
! >3 >3 23

Beispiel 4.11: 1 — 3 + 3 — 1-=> " (—=1)*"' - { konvergiert gegen In(2)
Beispiel 4.12:

oo
1 72

2
P k 6

Satz 14: Sei ¢, > 0 eine monoton fallende Folge, die gegen 0 konvergiert.
=Die alternierende Reihe Y ;7 (—1)*c; konvergiert.

Beweis: 1.
Sn = Yop—o(=DFex
= c—c+tc—c+-+ (=1,
—— ——
>0 >0
Sont1 = Son—1+ can — Cont1

>0

Y

Son—1

Son = Sop—2 — Can—1+ Can
—_———

<0

IA

S2n72

SQn SQn—l + con

SQn—l

IVl



4. RETHEN 45

Sont1
S2n+1

Son = Cont1
S2n

IVl

= Sop < S92 < S24 < G2 6 << Sp
Son > Sang1 > 22p-1 > 823> 825>+ 25 =co—c1

= Sony1 < 8o = ¢
Son > S1=cp—¢c1

= Die Folge {S2+1 nen ist monoton wachsend und beschrinkt
Die Folge {Sap, }nen ist monton fallend und beschrinkt

= Beide Folgen Ss,, und Sa, 41 konvergieren.

= Ausserdem gilt So, 11 — So,, = —cont1 — 0

= lim,_. S2n = limy, o SQnJrl

= S, konvergiert

Definition: Sei a; € R, k=1,2,.... Die Reihe 22021 ay, heisst absolut konvergent wenn die
Reihe .7, |ax| konvergiert.

Beispiel 4.13: Die Reihe Y ;7 (—1)*"! . ; konvergiert, aber ist nicht absolut konvergent.

Satz 15: Sei a; € R eine Folge, so dass die Reihe Zio:1 |ak| konvergiert. Dann konvergiert auch
die Reihe 2211 ay. Ausserdem hingt der Limes lim,, ZZOZI ay nicht ab von der Reihenfolge der
ag

Korollar 1: Seien Y ;- a; und Y, b; absolut konvergent. Dann gilt

o0 o0 o0
(Z ak> . (Z bl> = Z ag - by (macht nur Sinn, wenn die Reihe absolut konvergent)
k=1 =1

k=1
Satz 16: Sei a, € C, k=1,2,3,... und C >0und 0 < ¢ < 1, so dass
lax] < CO¢F Vk>0

= Die Reihe ;7 ; aj konvergiert absolut.

Beweis:
oo
Sni= D laxl
k=1
oo
3o
k=1
1— n+1
—_c.—1
l—q
_C
=14
= S, konvergiert
[V14-131201]

Satz 17: Sei ¢, > 0 eine monoton fallende Folge. Dann gilt:

oo oo
Z ¢ konvergent < Z 2! ¢y konvergiert
k=0 1=0



4. RETHEN

Beispiel 4.14:

1

Ck = %
L
Yt 2w = Y%
= Y 2,1 divergiert
= fal} % divergiert
Beispiel 4.15:
1
Cr — W 0 >0
oo o0 o0
2! 2!
1, _
22@ _Z BYE; _Z I+16
(2") 2
1=1 =1 =1
o0 o0
2! 1,
:Zzl.glé :Z(Q_é)

|
I
=

1=1

> 1

= Z q q= 2% <1 konvergiert
=1
(oo}

1
= Z T konvergiert

k=1
Korollar 2: Sei ax € C und C' > 0, 6 > 0 so dass
1
‘ak| < C- W

fiir alle k¥ € N. Dann konvergiert die Reihe Y ;- ; aj, absolut.

Beweis (Satz 17): Folgen der Partialsummen.

Sno = D roCk
T >o 2o

Beide Folgen sind monoton wachsend.

ZU 7ZEIGEN: Die Folge s,, ist beschrankt genau dann wenn die Folge r,, beschréinkt.

Sol — Sgi—-1 = 621—1_;’_1 + 021—1+2 + - 4 621—1_;’_21—1
= 2l71621 < So1 — Sqi-1 < 2l71621—1

(Summe iiber [ =1,...

Zlnzl 2l71021 < Son — 51 < Z?Zl 2l71521—1
n

n—1

1
L l o l
= 5 Z 2cor < Son —cg—c1 < Z 2" cor
=1 1=0
——— ——
L(rn—ci1) Tn—1
= 1 <1 1
5™n < 5Tn+Co+ 3C1
< Son

<rp_1t+ct+a

46

Die Folge r,, ist beschrinkt genau dann wenn die Folge Ss» beschrinkt ist, genau dann wenn die

Folge s,, beschrankt ist. [
Beispiel 4.16: Die Reihe

— 1
C(S)::ZE s>1
k=1
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heisst Riemann’sche Zeta-Funktion

=1 2
¢(2) := Z =Rl Euler

Satz ;. . .
2 die Reihe konvergiert

Berechnung des Limes:

0 iko
ﬂ@:%<§j%>

oo eid)
=R (Z(7>k>
k=0

-#( =)

_ 1—e ¢/ /2
‘%(u—awma—ewm)

1 —(cosg)/2
 1—cosp+1/4
~ 4—2cos¢
~ 5—4coso

Satz 18: Sei 0 # a;, € C eine Folge so dass

Af41
ag

<p Vk>ko

wobei pe R, 0 < p<1
= Die Reihe ;7 , aj konvergiert absolut.
Beweis:

plag] Yk >ko
pk_ko ‘akol k > ko

lart1]

<
lax| <

Sei C' := maxo<i<k, pik |(Lk| > 0.

= |ax| < Cp* Vk €N Da p <1 konvergiert die Reihe Y - | aj absolut [J

Beispiel 4.18:

47
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= Die Reihe Y -, 2—1: konvergiert absolut fiir jedes 2 € C. Die Reihe exp(z) 1= e* := >~ %7
heisst Fzponentialfunktion.

Ezponentialfunktion: exp(z) := e* = 7~ z_;: (28)
Eine Potenzreihe ist eine Reihe der Form:

o0

Zakzk :a0+a1z+a222+---

k=0
wobei ap € C

Potenzreihe: Y pe o apz® = ag + a1z + agz? + - - (29)

FRrRAGE: Fiir welche komplexen Zahlen z € C konvergiert diese Reihe? Fiir z = 0 trivialerweise.

Satz 19: (i) Es gibt genau eine Zahl p, so dass 0 < p < oo und die Potenzreihe absolut
konvergiert fiir |z| < § und divergiert fiir |z| > ¢
(ii) Die Zahl p ist gegeben durch

1
— = lim sup {/|a,]
P N

N—oop>

(iii) Falls die Folge

an
An+1

konvergiert, so ist

p= lim
n—oo

anJrl
Die Zahl p heisst Konvergenzradius der Potenzreihe.

Beispiel 4.19:

an =1 p=1
Do 2= 1:3 lz| <1

Die Reihe Y7 | 2" divergiert fiir jedes z € C mit |z =1
Beispiel 4.20: > 07 1zn i=1

n=1n

z=1 divergenz
|z| =1

z=—1 konvergenz
Beispiel 4.21: > 7 | 12" 0=1 |z] =1
Die Reihe Y7, #z" konvergiert absolut fiir jedes z € C

Beweis (Satz 19): Sei

ap, = sup v/ |ag|
n>N

Es gilt: ay41 < ay fiir alle N

Fall A: a3 = oco0. Dann gilt a, =00 V N. Dann ist p =0
Fall B: a7 < oo. Dann gilt p > oo % =limy_ o an

BEHAUPTUNG: (i) Gilt mit p = limy_. o %
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|z| <p=p#0=p=0= Fall A ausgeschlossen = ay <ococ VN

1

= JNo€Nsodass [z] < =
No
= an, |2] < 1
n
= anz"] = laul- 121" = (W/aal - 121) " ¥z N

< (am )" =

= Die Reihe ) a,,2™ konvergiert absolut

[V15-171201]
oo
(6) D aj
k=0
ay =) lal
n>N
p Ngnoo an

(i) |z| < p = (*) konvergiert absolut v’

(i)

(*) divergiert

dr>1sodass |z| >rp=limy_c 5~
IN,eN VN> N,

- <zl

r<an |z| =sup,>y {an |2|

VN >Ny IN>Nsodassr< {/|a,||z]
YVN>N, 3IN>N

< Janl 2] = Janz"]

3 Folge np — oo so dass r’™ < |an, 2|
T <y, 2™ — 00

(%) divergiert

2| > p
|lz[ > p

el

4l

RS

An
An+1

(iii) Wir nehmen an, die Folge r,, :=
0<r<oo

BEHAUPTUNG: rr = p
Beweis:

1.]z] < r = (%) konvergiert absolut }
=r=p

2.|z| > r = (%) divergiert

49

konvergiert. Sei r := lim,, . 7, Wir nehmen an
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(1) [zl <r
= IXAER,0< A< 1sodass |z] < Ar
= dng <N Vn>ng
lz| < Arp = A —a:il
= dNoeN Vn>ng
lant1] [2] < Alan|
= Y n>ng
‘anﬂz”“‘ < Aanz"|
= Y n>ng
|anz"| < A0 |ay,, 2"
= Yn>ng gilt |a,z"| < CoA™ wobei Cy = A7 |ay,, 2™
Sei C':=maxg<pn<n, A" |an2"|
= VneN J|a,z" <CA"
S.16 pd5 .. . .
= Die Reihe () konvergiert absolut
(2) [zl >r
= dngeN Vn>ng
(2] > 7 = ‘1:11
Y n > ng lant12] > |7]
= Vn>ng ’an+1z"+1’ > |an2"|
= J6>0 Vn>1 |an 2™ >0
= Die Reihe (x) divergiert O
Beispiel 4.22:
1 2"
an = o (k) Z )
n=0
Was ist der Konvergenzradius dieser Reihe?
1/n! 1!
aizl = 1/7411! = (n:! F=nt1-00
5.19
= p=x

Das heisst die Reihe (#*) konvergiert absolut fiir jedes z € C

Die Funktion C — C : z +— Y.°° 2= = exp(z) heisst Ezponentialfunktion

n=0 n!
Satz 20: (i) exp(z +n) = exp(z) + exp(n) Vz,neC
(ii) Die Exponentialfunktion ist stetig
Beweis: (i) exp(z+ w)
1l (n
_ o g, n—1
=353 () 7
n=0"" j=0 X2
T
(o9} n
) S
i(n — 7)!
== M=)
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(Grenzwert ist unabhéingig von der Reihenfolge

1
:jz:;)ﬁ(

[e.9]

1kj
0

Jj=0
——
exp(2)

— exp(2) - exp(w)

(ii) Stetigkeit exp ist stetig an der Stelle z = 0. Sei € > 0. Wihle § > 0 s.d. § <
Dann gilt % <20<e

|z| 6 = |e* — 1]

STETIGKEIT AN DER STELLE z:

Zn — 2
= z,—2—0
= exp(z, —2) —exp(0) =1
= exp(z,) =exp(z)exp(z, — z) — exp(z)
2
== 145454
ABKURZUNGEN:
e = exp(l)
= 14+L+53+%H+-
= 2718
n €N
—_—
exp(n) = exp(l+---+1)
= exp(l)-exp(l)-... exp(l)
——
= e

Sei%e@ p,q €R

= exp(B)? = exp(f)-...-exp(})
q
—_—
= exp(p)
= ep

= exp(%; —  IeP = eP/4

1
2

51

20 < e.
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SCHREIBWEISE:

e* := exp(z) VzeC (30)

R—R

t— el

Satz 21: (i)et>0 VteR
(ii) s<t=e*<e' Vs,teR
(i) limy—oo & =0
(iv) limy_ o t7Pel = 00 VpeN

Beweis: (i) =1

n 2
t>0 = et=Y" L=14+Ll4+L4+...>1
t<0 = e-et=et=e"=1
= el =

(i) s <t
= eta —e5. et—s > e
~—~
>1

t — s> 0, daher = > 1

(i) t>0 VgeN

2 +1
e = 1+4+5+ -+t
> qq+1
. (g+1)! .
t — 00
- 7?_3 = sy
= limy .z = 00
(iv) Aus (7i7) folgt
lim, oo &s = 0
= limy_.o te7?
= limy_oo(—t)%€"
= lim, o t%' = 0 O

Korollar 3: expR — (0, 00) ist bijektiv
Beweis: siehe Ubung
Die Umkehrfunktion von expR — (0, 00) bezeichnen wir mit

log : (0,00) — R

d.h. Fiir jedes x > 0 ist ¢ := log(z) die eindeutige reelle Zahl fiir die gilt ¢! = x. Dann gilt
(i) e =2 V>0
(ii) log(e!) =t VteR
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Korollar 4: Vz,y >0

log(zy) = log(z)+log(y)

Beweis:

—
=
—

log(elogz . elogy)

log(elog z+log y)

log(wy)

0
IS
-
I8
[~}
(=}

—~
no
~

logz +logy O
Korollar 5: a >0,V g € Q= log(a?/?) = glog(a)

Beweis:
gmal
q-log(a?/?) = logaP/? +loga?/? + ...+ loga?/
= log(a)
= plog(a)
Korollar 6:

¢g>0 Vv % € Q = aP/1 = ep/alos(a)

Fiir a > 0 und = € R definieren wir

at = e* log a

a® ;= evloga (31)

UBUNG:

(

1) log(a®) = x - log(x)
(2
(3
(4

)

) a*TY =a® - a¥
) (@) =a” b
) (0 = o

Satz 22: [vie-201201] Die Funktion log(0, c0) — R ist stetig

Beweis: SCHRITT 1: log ist stetig an der Stelle 1 =1

ZU ZEIGEN: Ve >0 36>0 VzeR |z —1] < = |logz| < e.
Gegeben sei € > 0. Wéhle § > 0, so dass d :# 1 — e~ ¢ > 0. Dann gilt:

e=1-9§
d.h.

—e =log(1l—9)

53
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ausserdem
0 <def =(1—e%)ef
=ef -1
=1+6<e”
=log(l+9) <e

zusammenfassend:

log(1—9)=—¢
log(1+490) <€

Ve R gilt:
lr—1]<d =1-96 <z <1496
=log(l —6) <log(z) <log(l+9)
—— N——
—€ <e
= —¢ <log(x) <e
= |log(x)] <e

SCHRITT 2: Stetigkeit von log an einer beliebigen Stelle xg > 0 Sei x,, > 0 eine Folge, die gegen
x konvergiert

lim,, oo Tn, = X0
= lim,, oo 22 = 1
. [
= lim, o log(32) = log(1) =0
Dann ist log (%) = log(z,) — log(zp)
= lim,_(log(x,) —log(zo)) = 0
= lim, oo log(z,) = log(xo)

Nach Satz 20 auf Seite 20 haben wir gezeigt, dass log stetig ist an der Stelle zy, denn log =
exp 1(0,00) — R

BEMERKUNG: Seien a < b und o’ < b'. Wir bezeichnen

I ={zeR|a<z<b}=I(ab)
I' ={yeR|d <y<¥}=(a,V)

Sei f: I — I’ eine stetige, strikt monoton wachsende Funktion, so dass f(I) = I’. f(I) ist stetig
= f': I' — I ist stetig. O

et = cos(t) +isin(t) ()
= Yneo (Zrtz)! = exp(it)

Warum gilt die Formel (x)?

Satz 23: Sei 0 <t < 27. =
(i) |e*| =1
(ii) Die Linge des Bogens auf dem Einheitskreis von 1 bis e ist gleich ¢
Beweis: (i) Sei z € C. Dann gilt:
expz = Yl Er =00 A = Yo = %P2
= exp(it exp(—it)
= lexp(it)]” = exp(it)exp(it) = exp(it) exp(—it) = exp(it — it) = 1

Wl

S~—
|
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(i) NAHERUNGSWEISE:: Wir teilen den Bogen von 1 bis €% in N gleiche Teile mit Randpunkte
et/N |k =0,1,2,...,N.
Wir ersetzen den Bogen durch N gerade Strecken. Dann ist die Gesamtlinge dieser Stiicke
gegeben durch:

N
L, = Z oikt/N _ ei(k—l)t/N’
k=1
N
_ Z ei(kq)t/N(eit/N — 1)‘
k=1
N
_ Z ei(k—l)t/N‘ eit/N _ 1’
k=1
L,, = “néherungsweise Bogenldnge*
= N eit/N - 1‘
- |eit/N _ 1‘
t/N
ez‘t —1
=t |—
it/N
N——
EN]
Zu zeigen:
et —1
lim 7 =1
n—oo N
dann gilt:

Bogenldnge = lim L, =t (I

n—oo

Lemma 17:

dh.Ve>0 36>0 VzeC

e —

0<|z|<d=

-
-1l <e
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Beweis: Gegeben sei ¢ > 0. Wir withlen § > 0, so dass § < 1 und % <e

er —1

1 S 2"
1= = -1-1
HODE gy

> !

I
(2
IS
=
I
—

Sei z € C, so dass 0 < |z] < 0

er—1 2, zn—l
>
=2
=2

z

1!

k

(oo}

>

k
o

S Z |Z|n—1
k=2
oo

< Z(Sn—l
k=2

=54+62483 ...

n—1
Z|

<
n!

5
= O
175<E

Sei fo :[0,1] =R, n=1,2,3,....
Zum Beispiel f,(z) = ™. In diesem Beispiel gilt:
lim fo(z)=0fir0 <z <1

n—oo

lim f,(1) =1

n—oo

Sei f:[0,1] — R die Limesfunktion, d.h:

0, z<1
1, =1

n—0o0

f(x):= lim fo(x) = {

Definition: Sei I = [a,b]. Seien f,, : [ = R, f: I =R

56

(i) Wir sagen, f,, konvergiert gegen f, wenn f,(z) gegen f(x) konvergiert, fiir jedes = € [a, b],

d.h.
Vzela,b Ve>0 IngeN VneN
n=ng = |fo(x) = f(z)] <
(ii) Wir sagen, f,, konvergiert gleichmdssig gegen f, wenn gilt:
Ve>0 3InpeN VneN Vazela,b
n>no = |falw) - fl@)| <

Satz 24: Sei f, : [a,b] — R eine Folge stetiger Funktionen die gleichmdssig gegen f konvergiert.

= f ist stetig.
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Beweis: Sei zq € [a,b], sei € > 0.

= dng € N so dass
|fno(x)_f($)|<% V$€[a,b}
= J6>0 YV x € [a,b
|z — o <6 = |fne (%) — fro(20)| < §
= Falls |z — xo| < d sogilt |f(z) — f(xo)]
< |f(@) = fro (2)[+ [ frg (%) = frg (z0)| + | fro (o) — f (o))

+E=¢

wlm
wlm

+

wlm
wlm
wlm

5. Zusammenfassung

1 Seien x,, y, € R konvergente Folgen und sei x; = lim,, .o Tp, ¥; = lim,_.~ y,. Dann gilt, die
Folgen x,, + yp, n, yn konvergieren und

r+y = limyoo(®n +yn)
r-y = limy, o0 @, - Yn

Ausserdem gilt, falls  # 0 dann konvergiert die Folge %ﬂ und

1

1 1
x Tn

2 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Sei N — X : n — x,, eine Folge in X und n € X Wir sagen =,
konvergiert gegen x wenn gilt Ve >0 dngeN VneN

n>ng = dx,,x)<e

3 Seien (X,d,) und (Y,d,) metrische Rdume und f : X — Y eine Abbildung. Sei zy € X dann
sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) f ist stetig an der Stelle xq
(ii) Wenn x,, € X eine Folge ist, die gegen xo konvergiert, dann konvergiert die Folge f(z,) € Y
gegen f(zo)

4 Eine Folge x,, € R heisst monoton wachsend (bzw.) fallend, falls fiir jedes n € N gilt: x,, > 2,1
(bzw.) 2, < Tp—1
x, heisst beschrinkt, wenn es eine Zahl x > 0 gibt, so dass |z, | < C fiir jedes n € N.

5 X C R heisst nach oben beschrénkt, wenn es eine Zahl b € R gibt, so dass ¢ <b Vz e X

6 Eine Zahl b € R heisst obere Schranke von X, falls x < b V x € X. Eine Zahl by € R heisst
Supremum von X, oder kleinste obere Schranke von X falls.

(i) b ist eine obere Schranke von X

(ii) Falls b € R eine obere Schranke von X ist, so gilt by < b

7 Jede nicht leere, nach oben beschriankte Teilmenge X C R besitzt ein Supremum.
8 Es gibt, wenn {iberhaupt, genau ein Supremum, das wir mit by := sup X = sup,¢ x = bezeichnen.

9 Sei X eine Menge. Sei N — X : n +— x, eine Folge von X. Eine Teilfolge von x,, ist eine
Folge der Form N — X : k — y, = x,,, wobei n, € N eine Folge natiirlicher Zahlen ist, so dass
ny <ng <ng<--- (d.h. ng < Nk41 Vk‘EN).
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10 Der Satz von Bolzano-Weierstrass lautet: Jede beschrinkte Folge reeler Zahlen hat eine kover-
gente Teilfolge.

11 Seia <bund f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es Punkte x,yo € [a, b], so dass
flxo) < flz) < flyo)  Vaelab]

12 Sei a1, as, a3, ... eine Folge reeller oder komplexer Zahlen. Die Reihe ;- heisst konvergent,
wenn die Folge der Partialsummen S, := > ;- ax konvergiert. In diesem Fall bezeichnen wir den
Limes mit

n

o0
Limes = E ap := lim E ak
st n—oo

k=1

13 Sei ¢ > 0 eine monoton fallende Folge, die gegen 0 konvergiert. Dann konvergiert die alternie-
rende Reihe > 72 ((—1)*cy.

14 Sei a; € R, k = 1,2,.... Die Reihe Y ;7 | ay heisst absolut konvergent wenn die Reihe
Z,;“;l |ag| konvergiert.

15 Sei a, € R eine Folge, so dass die Reihe "7~ | |aj| konvergiert. Dann konvergiert auch die
Reihe 220:1 ay. Ausserdem hingt der Limes lim,, . chzl ay, nicht ab von der Reihenfolge der ay

16 Seien Y .-, aj und Y ;o by absolut konvergent. Dann gilt

(Z ak> . (Z bl> = Z ag - by (macht nur Sinn, wenn die Reihe absolut konvergent)
k=1 =1 k=1

17 Sei a, € C, k=1,2,3,... und C' >0 und 0 < ¢ < 1, so dass
lax] < O¢F Vk>0

= Die Reihe Y ;7 a; konvergiert absolut.

18 Sei ¢ > 0 eine monoton fallende Folge. Dann gilt:

o0 oo
Z ci, konvergent < Z 2! . ¢o1 konvergiert

k=0 1=0
19 Seiap € Cund C >0, § > 0 so dass
1
lag| < C - Tite

fiir alle k € N. Dann konvergiert die Reihe Y7~ | aj absolut.

20 Die Reihe ((s) := Y37 7=, s > 1 heisst Riemann’sche Zeta-Funktion und ((2) = Y37, 75 =
71_2
2

21 Sei 0 # ax € C eine Folge so dass

nach Euler.

Af41
ag

wobei p € R, 0 < p < 1, dann konvergiert die Reihe Y7 | ax absolut.

22 Die Reihe exp(z) :=e” :=) -, Z—T heisst Exponentialfunktion.
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23 Eine Potenzreihe ist eine Reihe der Form:

oo
E akzk :a0+a1z+a222+---
k=0

wobei a, € C

24 (i) Es gibt genau eine Zahl p, so dass 0 < p < co und die Potenzreihe absolut konvergiert fiir
|z| < 0 und divergiert fiir |z| > §
(ii) Die Zahl p ist gegeben durch

1
— = lim sup V/|a,]

p N—>oon2N

_An

(iii) Falls die Folge - konvergiert, so ist

p= lim

n—oo

Ap41
Die Zahl p heisst Konvergenzradius der Potenzreihe.

25 exp(z+n) =exp(z) + exp(n) Vz,n € C
26 Die Exponentialfunktion ist stetig

27 (i) e'>0 VteR

(i) s<t=e<e! Vs teR
(iif) limy oo & = 0

(iv) lim¢oot Pe! =00  VpeN
28 expR — (0,00) ist bijektiv.

29 Die Umkehrfunktion von exp R — (0, 00) bezeichnen wir mit log : (0,00) — R

30 (i) €5 =g V>0
(i) log(ef) =t VteR

31 YV az,y > 0 ist log(zy) = log(x) + log(y)

32 a>0,VqecQ=log(a?/?) = §log(a)
p /a — ,p/qlog(a)

33 q>O,Vq €Q = al/1=eP/108

34 Die Funktion log(0,00) — R ist stetig.

35 Sei 0 <t < 2m. Dann gilt
(i) |e| =1
(ii) Die Linge des Bogens auf dem Einheitskreis von 1 bis e ist gleich ¢

36 lim, <=L =1

37 Wir sagen, f, konvergiert gegen f, wenn f,(x) gegen f(x) konvergiert, fiir jedes = € [a, ], d.h.
Vazela,b Ve>0 InpeN VneN

nzno = |fulz) = fz)] <e

38 Wir sagen, f,, konvergiert gleichméssig gegen f, wenn gilt: Ve >0 dngeN VneN Vze
[a, b]

nzno = |fulz) = fz)] <e
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39 Sei f,, : [a,b] — R eine Folge stetiger Funktionen die gleichmissig gegen f konvergiert, dann
ist f stetig.



KAPITEL 5

Differentialrechnung

[V17-070102]
1. Die Ableitung
FRAGE: Wie definieren wir die Steigung des Graphen von f an der Stelle xg? “Ableitung an der
Stelle xq “.
ANTWORT: durch ,Ndherung*.

Definition: Sei f : (a,b) — R gegeben und z¢ € (a,b). Die Funktion f heisst differenzierbar an
der Stelle x(, wenn es eine Zahl A € R gibt, so dass folgendes gilt: Ve >0 36 >0 Vaz € (a,b)

0<|o—mz| <§ = |L@=L@o) _ gl <

r—Io

BEMERKUNG: Wenn f differenzierbar ist an der Stelle xg, so ist die obige Zahl A eindeutig be-
stimmt. Diese Zahl A nennen wir die Ableitung von f an der Stelle xg

BEZEICHNUNG:

flx) = (o)

lim,, _,, £()=f (o)

r—xo

(falls der Limes existiert)

Ableitung: f'(x) := limy_ 4, (o) (zo) (32)

Beispiel 5.1: f(z) =3
f(@) = f(wo)

Tr — X

=0

= f ist differenzierbar und f’(z¢) =0
Beispiel 5.2: f(z) ==

J@) = o)
Tr — X
= f/(xo) =1

Beispiel 5.3: f(x) = 22
f(z) — flzo) _ 2* — 2}

= =T+ X9
Tr — X Tr — X

= f(x0) =limy—p, =220

61
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Beispiel 5.4: f(r) =e%, 20 =0
fl@) = flwo) _e"—1

xr — Io x
lim, 0= =1,dhVe>0 36>0 VzeR
-1
\x|<6$e —1‘<5

= f'(0) = 1. zo beliebig
f(@) = flxo) _ " —e™

r — X Xr — X
_ et~%o _ ] gm0
Tr — X
) X |
= f'(xg) = lim —— - €™
T—TQ r — X
§ _
e 1
= e . lim
£—0 f
———
1
=e" = f(zo)
f'=f

Beispiel 5.5: f(z) = |z| f ist differenzierbar an der Stelle xq, falls xo # 0

1, falls g > 0
f'(w0) = ’
-1, fallsxyp <0

17020:

1, x>0
-1, <0

r—xo ||

o f@—fxo) _ x _ {

f ist nicht differenzierbar an der Stelle zg = 0

1, z>0

0 0 f ist unstetig an der Stelle 2o = 0 = f ist nicht differenzierbar
, X

Beispiel 5.6: f(z) = {
an der Stelle g =0

Lemma 18: Falls f differenzierbar ist an der Stelle xg, so ist f auch stetig an der Stelle xg.

Bewelis: Sei

7f($):f(mo), falls x # x¢
m(m) — rT—To
f(zo), falls = x¢

(i) m ist stetig an der Stelle
(i) f(z) = f(zo) =m(z)-(z —20) VzeR
= f(x) = f(xo) + m(z) - (x — x0) ist stetig an der Stelle zy O

UBUNG: Sei f : R — R gegeben und zy € R. Dann ist f differenzierbar an der Stelle zy genau dann,
wenn es eine Funktion m : R — R gibt, so dass m stetig ist an der Stelle ¢ und f(z) — f(zg) =
m(z) - (x —x9) Ve R Indiesem Fall gilt f'(xq) = m(xo).

Satz 25: Sei I C R ein offenes Intervall. Seien f,g : I — R differenzierbar an der Stelle zo € I.
Dann gilt:
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(i) f + g ist differenzierbar an der Stelle zy und
(f+9) (xo) = [f'(z0) +9'(0)

(ii) f - g ist differenzierbar an der Stelle zy und

(f9)(xo) = [f'(zo)g(wo) + f(x)g'(w0)  Leibnitz Regel

(iii) Falls g(z) #0 Va €1, so ist 5 differenzierbar an der Stelle 2y und

(f> (o) = f'(x0)g(x) — f(x)g'(x0)

g g(x)?
Beweis: (1) Ubung (einfach) (Siche Anhang 3 auf Seite 191
(2) Es gibt Funktionen my, my : I — R die stetig sind an der Stelle zy und so dass
f(x) = flzo) = my(x)- (z —x0)
Veel
9(@) —g(zo) = my(x)- (x — z0)

= (f(@) = f(z0))g(z) + f(z0)(9(x) — g(z0))
=my(z)g(x)(x — z0) — f(x0)my(z)(x — T0)
= m(z)(x — o)

wobei m(x) := my(z)g(x) + f(xo)mg(z). Diese Funktion m ist stetig an der Stelle zp. =
f - g ist differenzierbar an der Stelle 2y und

(f9)'(z0) = mi(xo)
= mg(x0)g(wo) + f(z0)my(T0)
= f(w0)g(x0) + f(x0)g'(20)
(3) g#0
fl@)  flzo) _ f(@)g(zo) — flzo)g(2)
g(x)  g(zo) 9(x)g(zo)
_ (=) = f(z0))g(xo) + f(z0)(g9(x) — g(0))
g9(z)g(wo)
=m(z)- (zr —x0) wobei
m(m) — mf(l‘)Q(.’l?Q) - f(xO)mq(x)

9(x)g(xo)

Diese Funktion ist stetig an der Stelle xg. = % ist differenzierbar an der Stelle x¢ und

f - ~ my(x)g(wo) — f(w0)my (o)
(7) a0 = mtan = e 2 -

BEMERKUNG: g(z) = A, f differenzierbar an der Stelle g, = X - f ist differenzierbar an der Stelle
ro und

Af)(z0) = A- f'(w0)
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Satz 26 (Kettenregel): . Sei f : R — R differenzierbar an der Stelle xq, Sei g : R — R differen-
zierbar an der Stelle yo := f(z0). = g o f ist differenzierbar an der Stelle xy und

(9o f) = g'(f(®0))- f'(zo0)

Beweis: 3my : R — R stetig an der Stelle g, 3m, : R — R stetig an der Stelle yy so dass

(1) f(z) = f(wo) =my(x)  (x —x0) VT €ER
(2) 9(y) —g(yo) =mg(z) - (y—v0) VyeR

= 9(f(@) — 9(F(20)) & my(F(@)) - (F(2) = f(z0))

2 my(f(x)) - my () (@ - o)

=:m(z)

—

= m ist stetig an der Stelle xq

= go f ist differenzierbar an der Stelle z¢ und
Yo

——
(go f)(zo) =m(xo) = mg(f(z0)) - mys(zo)
= g'(yo) ) f/(l"o) U

Beispiel 5.7: g(y) = logy, y > 0. Angenommen wir wissen dass diese Funktion differenzierbar
ist. Sei f(z):=e*, z€R

f:R—(a,00) g=f"":(0,00) =R
gof=x Vel
= 1 = (gof)(z)
= g (f(@)f(z)
Bspb.4
= ge")-e
= gy = 1 Vy>0
= Ju = 5 Yy>0 O

Beispiel 5.8: f(z) =a"

BEHAUPTUNG: f/(z) = na"~!

Beweis: Induktion n = 1. Siehe Beispiel 5.2 Angenommen dies gilt fiir eine ganze Zahl n > 1.
f(x) := 2™. Nach Induktionsannahme f ist differenzierbar und f(z) = na""!

525 S .
=’ g ist differenzierbar und

g'(x) = [fl@)+af(x)
= "+ nz" !
= (n+1)z"
= Behauptung gilt fiir n + 1 statt n

Beispiel 5.9: f(z) =2 ", 2#40,neN
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= flx) = &
S25 1 1
= flo) = STt
_ _ni;‘gl __,nxfnfl

Beispiel 5.10: a € R. f: (0,00) — R gegeben durch
f((L') - ealoga:

BEHAUPTUNG: f ist differenzierbar und
f'(@) = az*~!

Beweis: f=goh

= 1
h(z) = logz W(z)=1
gly) = e ¢'(y) = ae
20 f ist differenzierbar und
1
f/(;[;) = g/(h(x)) . h/(.’L') =q- ealogz oo
T
=qa-e® logx 1
elogz
— q - etlogz,—logz
=aq - e(a—l)log;c
= qa - Zvafl

(vis-100102] Sei I C R ein offenes Intervall, 2 : I — R"™

z(t) = (z1(t),...,x,(t))

xz; : I — R jte Koordinate ty € 1.
Definition: Die vektorwertige Abbildung x : I — R"™ heisst differenzierbar an der Stelle ty, wenn

der Limes: lim;_,, %ﬁfto) existiert, d.h. 3v = (v1,...,v,) ER® Ve>0 J6>0 Viel

a(t) — z(to)

0<|t—ty|<d=
[t = tol t—to

~of| <

Fuklidische Norm
BEMERKUNG: zx ist differenzierbar an der Stelle ty < Jede der Funktionen z4,...,z, : I — R ist
differenzierbar an der Stelle g

Beispiel 5.11: z : I — C = R?, 2z differenzierbar an der Stelle ty < Rz, Sz : I — R sind
differenzierbar. z(t) = e' = cos(t) + i sin(¢)

BEHAUPTUNG:
sin’(t) = cos(t)
cos'(t) = —sin(t)

Beweis: Das Lemma 17:

=1

lim
z—0 z



2. EXTREMA 66

dh.Ve>0 JdJ6>0 VzeC

e —1

0<|z|<0= —1‘<5
z =1ih, |z] = |h]
ih _
O<h<d= - —1‘<5
ih
’ihf]_ )
. W i|e”|<€
eilh+t) _ it o
= A —e| <e€
Ve>0 36>0 VteR:
i(t+h) _ it )
0<|hl<d=| ; © eit| <e
d.h.
i(t+h) _ it ,
lim S " it

h—0 h
d.h. die Funktion z(t) = €'# ist differenzierbar und
Z(t) = et

= i(cos(t) + isin(t))
= —sin(t) + icos(t)

= Behauptung

2. Extrema

Sei a < b. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gilt nach Satz 13 auf Seite 42: 3 £ € [a, b] so dass
fl@) < f&) Vaelal]

Ein solcher Punkt & heisst globales Mazimum von f

Globales Mazimum: £ € [a,b] so dass f(x) < f(§) Yz € [a,b (33)

Definition: f : [a,b] — R. Sei £ € (a,b). & heisst lokales Mazimum von f, wenn es eine Zahl 6 > 0
gibt, so dass:

§ —x| <d= flz) < f(§)
¢ heisst lokales Minimum, wenn 3§ >0 VY x € [a, b
€ — [ <d= f(z) = f(§)
& heisst lokales Extremum, wenn £ entweder ein lokales Minimum oder ein lokales Maximum ist.

Lemma 19: Sei f: [a,b] — R stetig und £ € (a,b) ein lokales Extremum. Sei f differenzierbar an
der Stelle &.

= f'(§)=0
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J(x)—f()
Beweis: Sei m(z) := {f’(Z) TF 2
’ Tr =

f@) = [ +m@x)(x—-&)  Vzelal)

m : [a,b] — R stetig

Fall 1: f/(§)=m(§) >0

= 306>0 Vze(E+d):m(z)>0
= f(z) > f(¢) fir x € (£, +9)
f(z) < f(§) fiir x € (£ —6,6)

= ¢ ist kein lokales Extremum

Fall 2: f'(§) = m(&) < 0. Genauso: 3 § > 0:

< <&+0 = flx) < f(6)
§—o0<x <& = flx)> f(6)

= ¢ ist kein lokales Extremum

Wir haben gezeigt. Wenn f/(£) # 0, so ist & kein lokales Extremum von f, also gilt: £ lokales
Extrema = f'(§) =0

Beispiel 5.12: Seien ¢ > 0 und p,q > 1, so dass
1

1.1
p q
Sei f:[0,00] — R gegeben durch

1 1
flx)==d’ + -29— ax
q

=1

ﬂm:%f>0
i f0) =2

Wo ist das Minimum? f/(§) = ¢4t —a =0

:}é-zaq%l
1 1 -1
L, 1_p-1
q p p
P 1
= — _1:—
1= 7 4 P
= ¢=qr!
1
f(f)——ap—i——a(p_l)q—a-ap_l
p q
1

p
1aqap(11)
q p
=0
= f(r) >0 Vx>0

1 1
=ab< -aP +-b? Va,b>0"
p q
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Satz 27 (Satz von Rolle): Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar an jedem Punkt im
Inneren des Intervalls. Sei f(a) = f(b), = 3 & € (a,b) so dass f'(§) =0

Beweis: 1. Fall: f = konstant. = f/(§) =0 V¢ € (a,b)
2. Fall: 3z € (a,b), so dass f(z) > f(a). Wihle £ € [a, ], so dass f(z) < f(§) V€ [a,b].

= f(&) > fla) = f(b)

= ¢#a,b

= £ ist ein lokales Maximum
= r©=o

3. Fall: 3z € (a,b) so dass f(z) < f(a). Wéhle € € [a,b] : f(§) < f(z) V€ lab]

= f(6) < fa) = f(b)
= ¢#a,b
% ore=0 O

3. Mittelwertsatz

Satz 28 (Mittelwertsatz): Sei f : [a,b] — R stetig und im Intervall von [a,b] differenzierbar.
= 3¢ € (a,b) so dass

Beweis: Sei g : [a,b] — R definiert durch
b) —

o(@) = (@) - 10T O,
g ist stetig in [a,b]. g ist differenzierbar in [a, b]
gla) = g(b) = f(a), Rofle 3¢ e (a,b) so dass ¢'(¢) = 0. Nun gilt:

0=g(©=r(- U1
1oy J(0) = fla)
=== ——— U

Korollar 7: f:[a,b] — R differenzierbar. Sei |f'(§)] < ¢ V¢ € [a, b
= |f(z1) = f(zo)| < clzr — x| V0,21 € [a,b]

. . MWS
Beweis: Sei g < 1 =" 3& € (x0,21) so dass

f(z1) — f(20)

UGERLD
f(ml) - f(xo) gt c
M RIG

= Behauptung [J

Korollar 8: Sei f : [a,b] — R an jeder Stelle differenzierbar. Dann gilt
f konstant < f'(§) =0 V€ a,b

*was schon im Lemma 2 auf Seite 10 gezeigt wurde
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Beweis: =: folgt aus Definition
<: Korollar 7 mit c=0 [

[V19-140102]

Korollar 9: Sei f : [a,b] — R differenzierbar. Dann gilt:

(i) f'(x) >0 V€ la,b] fist monoton wachsend

(ii) f'(z) >0 Yz €la,b] fist strikt monoton wachsend
Beispiel 5.13: Sei f(x) = 23. f/(0) = 0, also ist f zumindest monoton wachsend. Es liisst sich
zeigen, dass [ auch strikt monoton wachsend ist.

Beweis (Korollar 9): Seien a < zg < x1 < b. MWS 5 & € (xp,x1) so dass

_ f@1) = f(zo)

UMKEHRUNG IN (1I): f monoton wachsend

- f(z) = f(2o) >0
Tr — X
- Pog) — lim L@ = SG0)

T—xT( T — X0

f i [a,b] — R differentierbar, f’: [a,b] — R differenzierbar

>0

1" (x) := Ableitung von f’ an der Stelle x

o Pt - S
h—0 h

2mal differenzierbar

Korollar 10: Sei I C R ein offenes Intervall und f : I — R 2mal differenzierbar. Wenn f”(z) > 0
V€I dann ist f, das heisst Va,b € I, a <b, Vi€ (0,1)

fta+ (1 —t)b) <tf(a)+ (1 —1t)f(b)

Beweis: Nach dem Mittelwertsatz 3 € € (a,ta+ (1 —t)b) 3 n € (ta+ (1 —t)b,b) so dass
f(ta +(1- t)b) — f(a)
ta+(1—t)b—a

f(b) = f(ta+ (1 —1t)b)
b—ta—(1—1t)b

f'(§) =

f'(n) =
Nach Korollar 9 ist f’ strikt monoton wachsend.

= () < f(n)

R

= t(f(ta+ (1= t)b) — f(a)) < (1 =1t)(f(b) — f(ta+ (1 —1t)b)
(




3. MITTELWERTSATZ

BEMERKUNG: f”" >0¢€ 1

< f’ monoton wachsend
& fist konvex Va,b € I mit a < bund V¢ € [0,1] gilt

flta+ (1 —)b) < tf(a)+ (1 —1t)f(b)

Korollar 11: Sei f : [a,b] — R 2mal stetig differenzierbar® a < &€ < b, f/(€) =0, f(£) > 0. =

(i) & ist ein lokales Minimum von f
(i) Falls f”(z) >0 VY x € [a,b] dann ist £ ein globales Minimum von f.

Beweis (von (i)): Nach Voraussetzung ist f” stetig und f”(§) > 0.

= 3Jd>0sodass f'(x) >0 Vzel[{—0E+]
= f’ ist strikt monoton wachsend im Intervall [§ — 0,& + ]
f(§) =0
@) >0 Vare(E+0]
) <0 Yaelt- o)
= f ist strikt monoton fallend in [ — 6, &)
f ist strikt monoton wachsend in (&, € + ¢]
= f(§) < flx) Vaxe[f—05E+ ] sodassx#E

=

Damit ist (i) bewiesen.
Beweis (von (ii)): Genauso mit a statt { — ¢ und b statt £ + 6
Beispiel 5.14: a € R, [ :=[—1,00|. f: [ — R definiert durch

f@&) = A+t*—1—-at t>-1
= ft) = a(l+t)*1—-a
= f(0) = 0, f(0)=0
Nun ist
ity = ala—1)A+H)*2 t>-1
>0

1. Fall: 0 < o < 1.

= f't)<0 Vtel

Kl & = 0 ist ein globales Maximum

= f(HOH<S0 Vt#£0
= ([(I4+t)*<l+at Vt>-1,t#0
(falls 0 < @ < 1)

2. Fall: a<0oder a>1

= f't)>0 Vtel

KLY ¢ = 0 ist ein globales Minimum

= f(t)>0 VtelI\{0}
= ([(I4+t)*>1+at Vt>-1,t#0
(falls @ < 0 oder av > 1)

fFunktion differenzierbar, Ableitung differenzierbar & stetig

70
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4. Regel von ’Hospital
Korollar 12: Seien f, g: (a,b) — R differenzierbar, so dass:
lim f(t) = 0 = lim g(t)
und g(t) #0 Vi€ (a,b)

im @ = lim M0
t—b g(t)  t—bg'(t)

(falls der zweite Limes existiert)

Regel von [’Hospital = lim;_,;, % = lim;_.p g:—ég (34)

Beweis: Wir kénnen annehmen, dass f, g auf (a,b] definiert sind und f(b) = g(b) = 0. Sei
A=lim_, L. 5Ve>0 36>0 Ve

’
g/

f'(g) ‘
b—d<t<b=|A- <e
g'(t)
BEHAUPTUNG: Bei dieser Wahl von § gilt:
b—d<t<b= A—i9w<s
g9(t)

Beweis: Sei h : [t,b] — R definiert durch

h(s) = fF(t)g(s) = g(t) f(s)
h ist differenzierbar im Intervall (¢,b). Dann gilt: h(t) = 0 und h(b) =0

Rofle 37 € (t0b) so dass
K(r) = 0
0="n(r) = f()g'(T)—g(t)f(7)
N () f(7)
g(t) g'(7)
Nun gilt:
b—d6 < 7<b
G
= ‘A 7| < €
_ @
= ‘A O] €

BEMERKUNG: Korollar 12 gilt auch im Fall b = oo

Beispiel 5.15:

lim sin(z) — lim cos(x) _1

f@) = sin(z) f'(z) = cos(x)

glx) = = g'x) = 1
Beispiel 5.16:

I 42 +3t—-7 . 8t+3

P R T

=1 5t3 — Tt + 2 N 15t 7

1
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Beispiel 5.17:

x —x T _ e
cosh(z) = cte’ sinh(z) = S
2 2
cosh’(x) = sinh’(z) sinh’(x) = cosh’(z)

—sinh?(z) + cosh?(z) = 1

f(t) = log (cosh(at))
g(t) = log (cosh(pt))
lim; o f(t) = lim_og(t)

% log (cosh(z)) - cosh’ ()

cosh(x)
(z)
cosh(x)
= tanh(z)
sinh’ () cosh(x) — sinh(z) cosh’(z)
cosh?(x)
B cosh?(x) — sinh?(z)
cosh?(x)
=1 — tanh?(z)
f@) . atanh(at)

sinh(xz

% tanh(x) =

20 g t) 150 (3 tanh(St)
B a?(1 —tanh®(at)) a2
= 11 =

o 32(1 — tanh®(Bt)) 32

(v2o-170102] Um den Wert an der Stelle z nahe bei zg approximativ zu bestimmen, betrachten wir
die Tangente

y = f(zo) + f'(z0)(z — o)
Beispiel 5.18: /1025, f(z)= ¢z =x5, x0=1024

fzg) =4
1 1
fx) = 595%_1 = %
4
"(20) = — 0.00078125
F(@o0) = 5051

r=1025, x —xp =1

f(xo) + f'(z0)(z — xo) = 4.00078125
Exaktes Resultat: 4.00078095
Fehler:  0.00000030

Wie finden wir eine bessere Ndaherung?
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5. Taylorsche Formeln

d*t
) = ok k-te Ableitung der Funktion f : I — R (falls sie existiert)
X
f(k) - d_kf
dx*
daf
fO="=f
f(2) _ df(l)
dx
df®
3) —
/ dx
df(k—l)
(k) —
/ dx

Gegeben sei eine Funktion f : I — R, wobei I C R ein offenes Intervall ist und eine Punkt ¢ € I sei
n-mal differenzierbar. Gesucht ist ein Polynom p(z) = ag+a1 (v —x0)+az(z—x0)?+- - -+a,(x—20)"
s0, dass er die Funktion moglichst gut anndhert, also:

p(x0) = f(20)
p'(z0) = f'(20)

P (o) = ™) (o)
= Es existieren n Gleichungen und es gilt:
p(z0) = ap
p/(xo) = ay
P (x0) =2~ ay

p(k)(xo) = klat
Wir wahlen

f® (o)
k!
Definition: Das Polynom:

) (o
3y = 3 T e
k=0 ’

heisst Taylorpolynom der Ordnung n von f an der Stelle zg.

af ‘=

Wie gross ist der Fehler bei Tayloranndherung?

Ry (z) = f(x) = J5, (2)

f@) =3 L8 k4 Ry
k=0 ’

k

k!, da immer abgeleitet wird, z.B. (z6)Y =6-5-4-3-2 2
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Satz 29: Sei f (n + 1)-mal differenzierbar. x > xy € I. = 3 £ € (xg, x), so dass

A (3]

Ry (z) = m(ﬂf )

Lemma 20: Sei g : I — R (n + 1)-mal differenzierbar und g(xo) = ¢/(z0) = ... = g™ (x0) = 0.
= fiir jedes z € I mit > x¢g 3£ € (x0,x) so dass

@) g
(x —xo)™1  (n+1)!

Beweis: INDUKTION: n =0, g(zg) = 0. = 3£ € (z9, x) so dass:

9@) _ g'(6)

Tr — X

nach dem Mittelwertsatz (Seite 68) gilt.

ANNAHME: Das Lemma 20 sei bewiesen fiir n — 1 statt n.

ZU ZEIGEN: Lemma 20 gilt fiir n. Sei h : [2g, 2] — R gegeben durch

h(t) = g(x)(t — 0)" " = (z — 20)" T g(t)
= h(zo) = g()(z0 — 20)" ' — (x — 20)" ' g(x0) = 0
h(z) = g(z)(z — 20)"*" = (& = 20)" g(x) =0
= h(z) = h(zo)

Satz von Rolle (Seite 68): 3 ein Punkt t € (20, x) so dass h'(t) =0

= 0="h(t)=(n+1)g(@)(t —20)" — (x —20)" " - ¢'(t)

N g(x) @ 1 g
(x — xg)ntL n+1 (t—ax)”
Nach Voraussetzung gilt ¢'(zo) = ... = g™ (z0) = 0, das heisst, ¢’ erfiillt die Voraussetzung von

Lemma 20 mit n — 1 statt n®

= 3¢ € (xo,1) so dass

J0 g

(t —zp)™ n!

SR Y (3
- (x —xo)"tt  (n+1)! s

LEMMA 20 = SATZ 29: Sei g(z) = R,(z) = f(z) — Y10 %(z — z0)*. g ist n + 1 mal
differenzierbar. Ausserdem gilt:

g(xo) =g (x0) = ... = g®(xg) =0 fiirk=0,...,n

8¢’ ist n-mal differenzierbar und t > xg
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= ¢ erfiillt die Voraussetzungen von Lemma 20 1205 & € (zg,x) so dass

glz) gt

(x —zo)" L (n+1)!
R (3)

 (n41)!
_ e
9(x) = (n+1)!

(z— :100)7”rl O

Korollar 13: I C R offenes Intervall f : I — R n + 1-mal differenzierbar. Sei ¢ > 0 so dass
/7] <e VEed

=Vax,xgel

— f*(x0)
fa) =S )| <
Sei f unendlich oft differenzierbar. Die Potenzreihe:

o p(h)
32 ) = S0 L) (g

k!
k=0

n+1 I

C
EESTR

heisst Taylorreihe von f an der Stelle xg.

FRAGE: Ist J;° f(z) = f(x)? Fiir welche x konvergiert die Taylorreihe?
Beispiel 5.19:
ft) = ag + art + agt?> + - - - + apt™
&) =kla,  k=0,...,n

Ausserdem
Jre=f VaeR
Beispiel 5.20: f(t) = 1,t<1

k!
f(k) (t) _ m

f®0) = k!

0o k 00
’ k=0

k=0,1,2,...

g(nt+1) = (n+1) _ 0, da die n + 1-te Ableitung des Taylorpolynoms vom Grad n 0 wird
lObere Schranke fiir den Fehler der Taylorreihe

75
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konvergiert fiir || < 1

> 1

E th=_—, —1<t<1
1—t

k=0

Beispiel 5.21: Sei f: R — R definiert durch die Formel:

1
e, t>0
t) .=
O L

BEHAUPTUNG: f ist unendlich oft differenzierbar, insbesondere gilt: f*)(0) =0 Vk=0,1,2,...,
das heisst Jg° = 0 aber f # 0

Beweis (Skizze):

F() =5
6 4 1
" o -4
f (t)—(—t—4+t—6)'€ 2
24
f0) =G ) e
1 1
Pirétne ' y t2
50
e Y n
= lim —% = lim (yfe_y) =0
y—»ooy 2 Yy—0Q0
= lim f®(t)=0
Jim FHE(E)

6. Zusammenfassung
1 Sei f: (a,b) — R gegeben und = € (a,b). Die Funktion f heisst differenzierbar an der Stelle
xg, wenn es eine Zahl A € R gibt, so dass folgendes gilt: Ve >0 36 >0 V€ (a,b)

0<|z—m| <6 = |L&=flwo) gl ¢

r—Io

2 Wenn f differenzierbar ist an der Stelle zq, so ist die obige Zahl A eindeutig bestimmt. Diese
Zahl A nennen wir die Ableitung von f an der Stelle x.

3 Falls der Limes existiert ist die Ableitung von f an der Stelle x( definiert durch

fl(@) = L(x)

= Timy_,, {@)=/@)

r—Io

4 Falls f differenzierbar ist an der Stelle xg, so ist f auch stetig an der Stelle z.

5 Sei I C R ein offenes Intervall. Seien f, g : I — R differenzierbar an der Stelle xg € I. Dann gilt:
(i) f + g ist differenzierbar an der Stelle o und

(f+9) (x0) = f'(w0)+g'(z0)
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(ii) f - g ist differenzierbar an der Stelle o und

(f9)(xo) = [f'(zo)g(wo) + f(x)g'(x0)  Leibnitz Regel

(iii) Falls g(x) #0 Va €1, soist 5 differenzierbar an der Stelle zp und

Y Flao)g(e) — F(@)g @)
(5) (z0) = o(@)?

6 Sei f : R — R differenzierbar an der Stelle zg, Sei g : R — R differenzierbar an der Stelle
yo := f(xg). = go f ist differenzierbar an der Stelle zy und

(9o f) = g'(f(0))- f'(zo0)

7 Wenn f(z) = 2" dann ist f/'(z) = na" !

8 Die vektorwertige Abbildung x : I — R” heisst differenzierbar an der Stelle ¢y, wenn der Limes:
limy_g, ZH=200) exigtiert, dh. Jv = (vy,...,v,) ER® Ve>0 3§>0 Vtel

t—to
x(t) — (¢
0<|t—to] <= va <e
t—to
Euklidische Norm
9 z ist differenzierbar an der Stelle ¢y < Jede der Funktionen z1, ..., z, : I — Rist differenzierbar

an der Stelle ¢
10 Seia <b. Sei f: [a,b] — R stetig. Dann gilt 3 £ € [a, b] so dass
flx) < £() Ve la,b]
Ein solcher Punkt & heisst globales Maximum von f. Analog dazu das globale Minimum.

11 f:[a,b] — R. Sei £ € (a,b). £ heisst lokales Maximum von f, wenn es eine Zahl § > 0 gibt, so
dass:

€ —al <0 = f(z) < f(£)
Analog das lokale Minimum.

12 £ heisst lokales Extremum, wenn £ entweder ein lokales Minimum oder ein lokales Maximum
ist.

13 Sei f : [a,b] — R stetig und £ € (a,b) ein lokales Extremum. Sei f differenzierbar an der Stelle
£
= f'(§) =0

14 Der Satz von Rolle lautet: Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar an jedem Punkt im
Inneren des Intervalls. Sei f(a) = f(b), = 3 & € (a,b) so dass f'(§) =0.

15 Der Mittelwertsatz lautet: Sei f : [a,b] — R stetig und im Intervall von [a, ] differenzierbar.
= 3¢ € (a,b) so dass

f(b) = f(a)

F© ===



6. ZUSAMMENFASSUNG 78

16 f:[a,b] — R differenzierbar. Sei |f/(§)| <c¢ V& € [a, ]
= [f(z1) = f(zo)| < clz1 — 20| V0,21 € [0, ]
17 Sei f : [a,b] — R differenzierbar. Dann gilt:

(i) f'(x) >0 V€ la,b] fist monoton wachsend
(ii) f'(x) >0 V€ [a,b] f ist strikt monoton wachsend

18 ei I C R ein offenes Intervall und f : I — R 2mal differenzierbar. Wenn f”(z) > 0V z € T
dann ist f , das heisst Va,b€ I, a <b, Vt e (0,1)

f(ta+ (1 —)b) <tf(a)+ (1—1t)f(b)

19 Sei f : [a,b] — R 2mal stetig differenzierbar, a < £ < b, f'(£§) =0, f”(£) > 0. Dann gilt
(i) & ist ein lokales Minimum von f

(ii) Falls f”(z) >0 Vx € [a,b] dann ist £ ein globales Minimum von f.

20 Seien f, g : (a,b) — R differenzierbar, so dass lim; ., f(t) = lim¢—p g(t) = 0 und g(t) #

0 Vte (a,b). Dann gilt

/

im @ = lim F)
g0 i g

21 Das Polynom:

(falls der zweite Limes existiert)

(k) (1

3y = ST
k=0 ’

heisst Taylorpolynom der Ordnung n von f an der Stelle zg.

22 Sei f (n+ 1)-mal differenzierbar. > 2o € I. Dann 3 & € (x¢, ), so dass der Fehler R,,(z) bei
der Taylor Annéherung

_ )

Rn(if) - (TL+ 1)' s

(LC — (E(])
23 Sei g: I — R (n+ 1)-mal differenzierbar und g(zo) = ¢'(z¢) = ... = ¢ (x¢) = 0. = fiir jedes
x €l mitz >z 3EE (xg,x) so dass

o@) e
(x —xo)"1  (n+1)!

24 Sei f unendlich oft differenzierbar. Die Potenzreihe:

©  p(h)
30 = 3 T
k=0 '

heisst Taylorreihe von f an der Stelle x.
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Integralrechnung

1. Integralbegriff

[v2io102-sjei f : [a,b] — R. Was ist das Integral

/ab flx)dz 7

f; f(z)dx = Fliche zwischen der a-Achse und dem Graphen der Funktion y = f(z).

IDEE: einer mathematischen Definition des Integrals. Naherungsprozess, Approximation. Wir teilen
das Intervall I = [a, ] in viele kleine Intervalle Iy, = [zg—_1, Tk]

Definition: Eine Partition oder Zerlegung des Intervalls [a,b] ist eine endliche Teilmenge P :=

{zo,...,xx} C [a,b], so dass a = 9 < 27 < 2 < -+ < Tp_1 < Z, = b. Die Anzahl der
Teilintervalle in der Partition P bezeichnen wir mit

N = N(P)
Das Korn der Partition P ist die maximale Lénge der Teilintervalle und wird mit

0(P) := 12}%XN(xk — Tp—1)

bezeichnet. Die Menge aller Partitionen des Intervalls [a,b] wird mit p(a,b) bezeichnet. Sei f :
[a,b] — R eine beschrinkte Funktion, das heisst 3 M > 0 so dass

[f@) <M Vaelab]

Sei P = {xg,x1,...,2,} € p(a,b) eine Partition von [a,b]. Die Untersumme von f beziiglich P

B Untersumme

B Obersumme

ABBILDUNG 1. Unter- und Obersumme

ist die Zahl

N
S(f,P) = ;xk,gﬁgwk F(@) - (zk — 23-1)
Die Obersumme ist
N

S(f, P) = Z sup  f(z) - (z — xp—1)

b1 T—1ST<wp
Lemma 21:

sup S(f,P)< inf S(f,P)
Pegp(a,b) Pep(a,b)

79
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Beweis: (1) Wenn P, Q € p(a,b) so dass P C @ (das heisst, @ ist feiner als P), dann gilt:
S(f.P)<5(f,Q)
S(f.P) > 5(f.Q)
z.B.
Q_{anxlv' 71'N}
P—{$0,$27$3, 737]\]}
S(f,Q) —S(f,P)= [ inf]f- (21 —x0)+[inf]f~(:z:2 —x1) — : inf ]f'(l‘2—170)
= (inf f= inf f)- @ —wo)+ ( inf f— inf f)e(@—a1) =00
[x0,1] [z0,2] —_—— z1,72) [z0,x2] ———
>0 >0
>0 >0

(2) Seien P,Q € p(a,b) =
S(f,P)<S(f,PUQ)
<S(f,PUQ)
<S(£.Q)
= S(f,Q) ist eine obere Schranke der Menge {S(f,P) | P € p(a,b)}

= SUPpeg(ap S(f, P) < S(f, Q)_ Dies gilt fiir jedes @ € p(a,b)
= SUDpe, S(t, P) < infpeg(an S(t, P) O

Definition: Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heisst Riemann integrierbar, wenn gilt:

sup S(t,P)= inf S(t,P)
Pep(a,b) Pegp(a,b

In diesem Fall definieren wir das Integral von f durch:
b
[ o= sw S(rp)= it S0P
a Pep(a,b) Pegp(a,b)
Satz 30: Sei f : [a,b] — R eine beschriinkte Funktion und A € R. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) f ist Riemann integrierbar und A = f; f(x)dx
(11) Ve>0 d§ >0 \V/P:{l‘o,ﬂfl,...,:lin}6@(&717)

(S(P) <
@emqwu}é

N
A=Y f(&) - (= a)| <€
k=1

BEMERKUNG: Aussage (ii) kann man in der Form:

b n
/ fa)dz = lim S F(E) - (x — 251)
a k=1

5(P)—0 4=

schreiben, wobei P = {xg,z1,...,z,} und xp_1 < & <

Beweis (Satz 30): (i7) = (i): Wir setzen (i¢) voraus und miissen zeigen:

sup S(t,P)=A= inf S(t,P)t
Pegp(a,b) Pep(a,b)

*Durch dhnliche Rechnung folgt S(f, P) > S(f, Q)
TWir miissen also zwei Gleichungen zeigen, wobei beide dhnlich zu zeigen sind und wir deshalb nur die erste
Gleichung beweisen
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SCHRITT 1: Suppegap St P) < A Sei P € p(a,b) und £ > 0. Sei dg wie in (i7). = 3 P € p(a,b)

so dass P C Py und 6(Fy) < dp. Sei Po{xo,x1,...,2,} und sei & € [xg—1, 2], k =1,..., N. Dann
gilt nach (i7):

N
A—E<D f&) - (an—mp1) < A+te

k=1

k=1
= §(f7 PO) S A +e€
PSho S(f,P) < S(f Py) < A+e Dies gilt fiir jedes ¢ > 0
= S(f.P) < A ¥PEplab)
= SUP peg(a,b) §(f7 P) < A

SCHRITT 2: SUPpey(qp St P) > A Sei e > 0 gegeben. Sei dg > 0 wie in (ii). Sei P =
{zo,x1,...,2n} € p(a,b) eine Partition, so dass §(P) < 9. Wihle & € [xp_1, 2], so dass

f&) < inf f+

[Tr—1,2k] b—a

3

- N
Wa—e<Y f@)@r—ara) < Ate

k=1
N

= S(f,P)=>_ inf f-(z)— k1)
P 1[1%7171%]

>

(F(6) = =) (o = w-1)

N
D) (@ — o) —€
k=1

>A—2e
Wir haben gezeigt Ve >0 3 P € p(a,b) so dass S(f,P) > A —2e. = suppeyapn S(f, P) > A
Schritt 1 & 2 = suppe ) S(f, P) = A. Genauso zeigt man inf pe a0y S(t, P) = A
[V22-240102]
Beweis ((2) = (¢¢)): Zunichst beweisen wir folgendes:

Lemma 22: Sei f : [a,b] = Rund M >0, so dass |f(z)] <M VY z € [a,b]. Seien P.Q € p(a,b).
Dann gilt

S(t,P) = 5(f,Q) —4M - 6(P) - N(Q)
S(t,P) < S(f,Q) +4M - 5(P) - N(Q)
Beweis: Sei P = {zg,21,...,2,} und Q = {yo, 91, .-, YN }-
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Yo Y V> YN €0

Xy =a.X X, X, =b

Bt infiy, | o0 f, falls [zp_1,2:]NQ =0
k +M, falls [zp_1, 2] NQ £

Der zweite Fall tritt hochstens 2 - N(Q) mal auft

> =)@k — @) <AM-N(Q)-5(P) (1)
k=1

AUSSERDEM: h;; <infj,, .., VEke{l,...,n}. =

Zh,:'(l'k—xkfl)gﬁ(fap) (2)

Zh: (g —ap-1) > S(f,PUQ) (3)

h]: . (a:k — xk_l)
hi - (zg — p—1) —4M - 6(P) - N(Q)

S(f;,PUQ)—4M-5(P)- N(Q)
S(f,Q) —4M -6(P) - N(Q)
Die zweite Ungleichung in Lemma 22 beweist man dhnlich.

Beweis (Satz 30 Seite 80 ,,(i) = (ii)“): ® Gegeben sei ¢ > 0. Wir wissen (nach (i))
A= sup S(f,Q)= inf )g(f,Q)

Qep(a,b) Qep(ab

= 3 Qo € p(a,b) so dass S(f,Qo) > A—§
= 3 Q1 € p(a,b) so dass S(f,Q1) < A+ 5.
Sei Q = QOUQ1-

= A-5 <SLQ<SUHQ <A+

82

Wiéihle 0 > 0 so dass 4MN(Q)dp < §. Dann gilt V P € p(a,b), P = {zo,...,,} V & €

[xg—1,xk]: Falls 6(P) < dp so erfiillt P folgende Ungleichung:

S(f, P) > 8(f,Q) —4M - N(Q) - 0(P)
> S(f,Q) —4M - N(Q) - 6o
> S(£,Q) -5
>A—%—%:A—e

fein Wert in @ iiberschneidet sich mit zwei Partitionen € P, wenn er die Grenze zwischen letzteren bildet.
§A wie in Satz 30 Seite 80
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Die zweite Ungleichung in Lemma 22 beweist man dhnlich. . Wir haben also gezeigt 6(P) < dg

= S(f,P) > A—¢
S(f,P) < A+«

N
A—e<S(f,P) <Y fl&)(er —ar-1) < S(f,P) < Ate
N k=1
= A=) &)@k —ap1)| <e
k=1

2. Eigenschaften des Riemann-Integrals

Satz 31: Seien f, g : [a,b] = R Riemann-integrierbar sei A € R. Dann gilt:
(i) f+ g und X f sind Riemann integrierbar und

[ 6@ s = [ s+ [ g
[ 3steyaa = [ s

(i) falls f(x) < g(z) fir alle = € [a, b] so gilt:

/a ' fa)dr < / " (@)

(iii) Die Funktion h : [a,b] — R, die durch h(z) := max{f(z), g(x)} definiert ist, ist Riemann-

integrierbar. Ebenso fiir A := min{f(z)}
(iv) Die Funktion [a,b] — R : z — |f(x)| ist Riemann-integrierbar und

/ab f(z)dz

2(f(@) = g(a))da = [P f(@)dz + [P g(x)de [N f(x)de = A [ f(a)da

< [ y@nas

(35)

Beweis: (i) Sei A := fab f(x)dz und B := fabg(x)dx. Wir beweisen: Die Funktion f + g
erfiillt die Bedingung (i7) des Satzes 30. Sei € > 0 gegeben. = 3 Jy >0 V P € p(a,b),

P:{.’I,’O’...,.’I}N}

Njo

N
5(P) < b } ) 4= SN F@ e — )| <
&k € [Tr—1, 7] ‘B — Sl (&) (@ — xk_l)‘ <

[ ][}

Sei P ={xg,...,zn} € p(a,b) mit 6(P) < dp und & € [rx—1,xx]. Dann gilt:

N
A+ B =" f(&)(@r —zp-1)

k=1

N
B — Zg(gk)($k — Tp_1)

k=1

N

A= f(&) (@ — ma)

k=1

< + <e

Die zweite Behauptung in (i) wird dhnlich bewiesen — Siehe Anhang 4 auf Seite 191
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(ii) f(z) <g(z), P ={xo,....,2n} € p(a,b)
= inf f< inf gfirk=1,...,N

[ﬁk 1,Zk] [Tr—1,2k]

=>Z inf (xg — Th—1) <Z inf g (g — xp—1)

[Ik 1,$k] a:k 17$k
= éi(.f7 ) < éi(£77 )

Nun ist fabg(x)dx = SUDpcy(ap S(9, P), das heisst insbesondere gilt f;g(x)da: >
S(g, P)V P € plab)

=>/ x> S(f,P) VPepab)

:>/ x)dx > sup S(f,P /f YV P € p(a,b)

Pep(a,b)

(iii) ohne Beweis

(iv)

) f(x), falls f(z) >0
@)l = {—f(:lc)7 falls f(z) <0
= max{f(z), 0} + max{—f(z),0}

='|f| ist integrierbar, — |f(z)| < f(x) < |f(z)] Vz
. b
9 [isnae < [ e < [ @lan = @) 0

BEMERKUNG:

(zzz)

(1) Stetige Funktionen sind Riemann-integrierbar

(2) Falls f : [a,b] — R stetig ist und F : [a,b] — R definiert ist durch F(x) := f f(¢
dann ist F differenzierbar und F'(x) = f(x) fir alle z € [a,] —Fundamentalsatz der
Differential & Integralrechnung

(3) Es gibt auch unstetige Funktionen, die Riemann-integrierbar sind

Beispiel 6.1:

0, x rational
f(z) = T
1, x irrational

f ist nicht Riemann-integrierbar. Es gibt andere Integralbegriffe, z.B. Lebesque-Integral, beziiglich
welcher f integrierbar ist.

[V23-280102]
Satz 32: Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integriebar

Satz 33: Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung. Sei f : [a,b] — R stetig und
F :[a,b] — R gegeben durch

)=/wﬂ®% w<z<b

= F ist differenzierbar und F'(z) = f(z) VY € [a,b].

Die sogenannte Dirichletfunktion
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Korollar 14: Sei F : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion (d.h. F ist differenzierbar
und F’ : [a,b] — R ist stetig). Dann gilt:

F'(x)dz = F(b) — F(a)

T

Beweis: Sei f := F’: [a,b] — R. Nach Voraussetzung ist f stetig.

n
w
[ V)

= f ist Riemann integrierbar. Sei G(z) := f: F(&) d¢
2 & ist differenzierbar und G’ = f=F

= (F-G)=F -G =0

= F — G ist konstant.

= F(z)—G(z) = F(a) — G(a) = F(a) Yz € [a,b]
=" F(b) — G(b) = Fl(a)

= Fb)-F)=G0b) = ['F(z)dz D

Definition: Sei I C R ein Intervall und f : I — R. Die Funktion f heisst gleichmdssig stetig
wenn gilt: Ve >0 d§d>0sodassVa,yel

=yl <o =|f(x) - fly) <&

Beispiel 6.2: I = R. f(z) = 22 ist stetig, aber nicht gleichmiissig stetig. Denn je weiter entfernt
von 0 wir das zy wihlen, desto kleiner muss das ¢ sein.

(x+0)?—a?=220+6<¢
Beispiel 6.3: f(z) = tan(z), I = (-7, 7) ist nicht gleichméssig stetig. Siehe Abb. 2(a)

1) = sinchy

(a) tanz (b) sinl/z

ABBILDUNG 2. Beispiel 6.6.3 und 6.6.4

Beispiel 6.4: f(z) =sin(L), I = (0,2n] ist nicht gleichméssig stetig. Siehe Abb. 2(b)
Satz 34: Sei [a,b] ein beschrinktes, abgeschlossenes Intervall und f : [a,b] — R eine stetige
Funktion. = f ist gleichmissig stetig.

IDer Unterschied zur Stetigkeit liegt darin, dass wir fiir die ganze Funktion mit dem selben e arbeiten kénnen
und es nicht mehr spezifisch, fiir zg, wihlen. Anm. = Die Ableitung hat eine obere Schranke.
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Beweis: ANNAHME: f ist nicht gleichméssig stetig, das heisst 3¢ >0 V6 >0 Fz,y € [a,b] so
dass

[z —y[ <é [f(z) = fly)l =€

= 3e>0 VneN Juzgy € [a,b] sodass [z, —yn| <L, |f(2n) — flyn)| > ¢

= Da jede beschrinkte Folge reeller Zahlen eine konvergente Teilfolge besitzt, (Siehe
Satz 11 von Bolzano-Weierstrass auf Seite /1), existiert eine Teilfolge n; < ng <ng < ...
so dass x,, und y,, konvergieren. Nun gilt limy o0 (Zpn, — ¥n,) =0

= limg_ oo Tp,, = iMoo Yn, =: o

= limp oo f(xnk) = limy . f(ynk) = f(l’ )

= dkgeN VEk>k |f($nk)—f(l'0)|<
Tk €N V> ki [f(yn,) - Fao)| < 3

= Fall k > max{ko, k1}

= |f(zn,) — f(Yn,| < e Widerspruch O

Beweis (Satz 32): Sei f : [a,b] — R stetig ZU ZEIGEN:

N, O

sup S(f,P)= inf S(f,P)
Pegp(a,b) Pep(a,b)

wir wissen

sup S(f,P)< inf S(f,P)
Pegp(a,b) Pep(a,b)

wir werden zeigen

sup S(f,P)> inf S(f,P)—c¢ Ve>0
Pep(a,b) Pegp(a,b)
Seie >0
534

= 306>0 Va,yelab:|z—yl<d=|flx)—fly)|<e

Sei P = {zg,...,2n} € p(a,b) so dass §(P) = maxj<p<n(zp —Tp_1) <9
Es gibt Punkte &, n, € [xx—1, 2x] so dass

max_ f(z) = f(nk)

zp—1<z<T)

min_ - f(z) = f(&)

Tp—1<z<T)

Siehe Abb. 3(a)

n J(x)
gl(
a X1 % b X x+h
(a) Minimal- und Ma- (b) Fundamentalsatz der Alge-
ximalwert in einer ge- bra

gebenen Partition

ABBILDUNG 3
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Dazp —2p_1 <9

= & —m| <9

= |flm) — f(&) <e

= S(f,P) = S(f, P) = 3 py flm)(@r — wp—1) — Dpy (&) (@n — 2-1)
= ie1 (fOme) = F(&k)) (zh — zp—1)
< ko1 e(@h — Tp-1)
=e(b—a)

= Ve>0 TIPepa,bd)sodass
S(£.P)— S(f.P) < e(b—a)
= S(f,P)>S5(f,P)—e(b—a)
= suppS(J, )>1nfpS( ,P)—¢e(b—a) Ve>0
= suppS(f, P) > infp S(f, P)
= suppS(f, P) =infp S(f, P)

Das heisst f ist Riemann-integrierbar. [J

Beweis (Satz 33): Siehe Abb. 3(a)
b
- [ s

F(x+h)—F(z) h
. = ()

7U ZEIGEN:

BEMERKUNG: a < b < ¢, f Riemann-integrierbar

= [t [ fwyr+ | 1w

F(ac+hf)L—F($):%/Oz+hf€)d§—%/o f
[ e

o Peth) = Fo) f(x);/me@)dé;/fhf(x)dé

R F(x+h]2—F(fr) i) = ]11/:% (F(6) — f()) de

:ﬂF@+2_F@Xﬁ“)<%LHHﬂ) (2)] de

Sei € > 0 gegeben.

f stetig

=7"30>0 VeEe|z,o+h] [E—z|<d=|f()— f(x)|<e
=V he(0,9) Jnax [f(&) — f(x)| <e

Yvne ()
F(z+h) — F(x)
h

—flz)] <e
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Genauso zeigt man dass

'F(aerh) — F(x)
“h

< max |/~ ()| <<

sofern 0 < h < ¢. Das heisst wir haben gezeigt Ve >0 3Id>0 VheR 0<|h| <

N ’F(J;+h})L—F(x) _f(m)‘ .

Das heisst F ist differenzierbar an der Stelle z und F(z) = f(z) O

cb

b

ABBILDUNG 4. Beispiel 6.5

Beispiel 6.5: Siehe Abb. 4. f(x)=c-z, f:]a,b] > R

F(z):= %
Fl(z) = f(=)

é/ cxdz = F(b) — F(0)
cb?
T2

Satz 35: [v2a-310102] Substitution Sei ¢ : [a,b] — R stetig differenzierbar und ¢'(§) > 0 und f :
[p(a), v(b)] — R stetig. Dann gilt

»(b) b
/ f(z)dz = / F0(6) ' (€) de
w(a) a

Beweis: Sei F : [p(a), p(b)] — R stetig differenzierbar so dass F’ = f.
(Fop) = (Fop)

é/abfoso(ﬁ £)de = /Foso

=Fop(b) = Foypla)

©(b)
= / F'(z)dz O
»(a)

Satz 36 (Partielle Integration): Sei f,¢ : [a,b] — R stetig differenzierbar, dann gilt

b
/ £ (@)g(x) / F(@)g (@)dz + F(B)g(b) — F(a)g(a)



3. FOURIER-RETHEN
Beweis: F(z):= f(z)g(x)
=>F=f-g9g+f4¢

= /b F'(z)dz = F(b) — F(a) O

3. Fourier-Reihen

Eine Funktion f : R — C heisst 2w-periodisch wenn

flt+2m)=f(t) VteR
Beispiel 6.6: e (t) = e = cos(kt) +isin(kt) k€Z

IDEE: Wir wollen eine 27-periodischen Funktion f: R — C darstellen in der Form

flz) = Z ape’™® ap € C (1)

k=—o00

1. FRAGE: Wie bestimmen wir die Koeflizienten a;?

T ] T
/ ezkt . e—zlt dt = / e1(k—l)t dt
-7 -7

falls k #£ 1
T /(d 1 .
— v i(k—10)t
/. (dm’(k =7 ) “
IS ST () e
i(k—1) P
1 ) )
_ i(k—l)n _ —i(k—=)m
ik —1) (e ¢ )
=0
falls k = {

/ e dt = 2

2, k=1
0, k#I

™

= 6k(t>6_l(t) dt = {

—T

89

Lemma 23: Falls f : R — C eine stetige 2m-periodische Funktion ist und es Koeffizienten a;, gibt,

so dass die Reihe (1) gleichmdssig gegen f konvergiert so gilt:

ap = f(t)e *tdt

Beweis: Sei f,(z) :=Y}__, axe’**. Nach Voraussetzung konvergiert f,, gleichméssig gegen f

™ T

= [ ft)e ™ dt = lim fn(t)e *t dt
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Nun gilt fiir n > |k|

g T oon
fn(t)eﬂkt dt = / g azete " qt
-7

T l=—n

n ™
= Z al/ elte= ™kt gt = 21y, O
—T

l=—n

Definition: Gegeben sei eine stetige, 2m-periodische Funktion f : R — C. Die komplexen Zahlen

f(k) = % ! fe ™ dt ke

—T

heissen Fourier-Koeffizienten von f

2. FrRAGE: Fiir welche Funktionen von f konvergiert die Reihe

(@)= 3 fk)eh 7

k=—o00

Das heisst die Folge S, f(z) =Y 7 f k)e*k* konvergiert.
k=—n

3. FrRAGE: Falls die Folge S,, f konvergiert, ist der Grenzwert auch wirklich die Funktion f?

4. Faltung

Definition: Seien f,g: R — C stetige 2m-periodische Funktionen. Die Fualtung f *g: R — C ist
definiert durch

fro@ =2 [ ig@—1ar

:27r

1 ™
= 2—/ flx—t)g(t)dt Beweis siehe Anhang 5 Seite 191
™ —T
Beispiel 6.7: ¢ (t) = e

1 s

fregp(z) = o f(t)eik(x_t) dt
_ % 7; f(t)efikt dt - eikm
Frg) =5 [ Fg —t)dr

—T

Beispiel 6.8: D, (z) =) ;_ e

:>f*Dn(m):f*<Z ek> (x)

k=—n
37 Fren(@) PET N f(k)er(x) = Suf(x)

k=—n k=—n

Snf = f*Dn (36)
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- -60+6 T

ABBILDUNG 5. Die Faltung, ausserhalb des Intervalls [—7, 7] ist g(x) = f(z) =0

5. Der wichtigste Trick
Statt .S, f betrachten wir die Funktionen

o (@) 1= = (Sof () + Suf (@) 4+ a1 f(2)

1 n—1
= Z Skf(x)
k=0

n—1

= 3+ Dila)

k:(]l o
— (f * - ZDk($)> (x)
k=0
Fal@) =~ (Dof@) + -+ + Do s (x)
onf=f*F,

Satz 37 (Fejér): Sei f: R — C eine stetige 2m-periodische Funktion = Die Folge o, f konvergiert
gleichméssig gegen f.

Lemma 24: (i) v ¢2n-Z
conx N\ 2
1 . nr
= o) -1 (527
n Sin 3

(ii) Fy(z) >0
(iii) [7_Fn(z)dz = 2r Siehe Abb. 5
(iv) Ve>0 V>0 InpeN Vze[-mn VneN

n>ng, 0<|z|]<7m=F,(x)<e

Beweis: (i) siehe unten
(i) folgt aus (i)
(iii) folgt aus der Definition von F,
(iv) folgt aus (i)

Beweis (von (i)):

n 2n
Dn(x) _ § ezkx — pinw § ezk:x
k=—n k=0
2n 1— ei(2n+1)x
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ei(nJrl):v _ 7i(n+%)w

—ix

2

w\:-

sin( %)

sin §
LT . 1
= sin §D,L(a:) = sin(n + 5)1:

R
sin o Z sin o - Dy.(x)
T ol 1
:sin§Zsin (k—|—§>x
k=0
1
= Z 5 (cos(kx) — cos(k + 1)x)

= n- (sin %)2 - Fy(z)

Beweis (Satz ?77):

Sei M := max |f(z)]

—m<z<m

= max|f(z)|

SEI € > 0 GEGEBEN:
(1) Wahle 6 > 0so dass |z| <m, [t|<d=|f(z)— f(z

(2) Wéhle ng € Nsodass 6 < |z| <m, n>ng= F,(t) <

@)~ auf@)l = |10 - 5= [ 5@ - 0F0)a

2

/ﬂ (f(z) = flz —1t)) Ful(t) dt‘

—T

| < &
2
£
4M

1

2

< 2 M 1f@) - fla— o) Faltydi

2 J_,

-5
:% [f(x) = flx —t)| F, dt+—/ x—t)|F(t) dt
" D
<71

wlm

+o— | [f(x) = flz—1)] Fu(t) dt
—_— =

<2M <air

€ 1 0 1 e
62M— - — F,(t)dt +—(m — §)2M ——
2M o+ (t)dt +5(r — 6)2M

I
”\

le e
2 2 2
Das heisst Ve >0 IngeN Vn>ny Vae[-mn |flzx)—onf(z)<e O

+

BEMERKUNG: Sei a,, € R eine Folge. Sei s,, := %(ao +ay+ -+ ap—1). Dann gilt

Ay — 4= S, — Q Beweis Ubung

Up — a4 Sy — a

Beispiel 6.9: a,, = S, f(x) = s, = o, f(2)
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Korollar 15: f: R — C stetig 2m-periodisch. Falls S, f(x) konvergiert fiir ein = € R, so gilt
f(z) = lim S, f(x)

BEMERKUNG: Es gibt Beispiele stetiger 2m-periodischer Funktionen, so dass die Folge .S, f(x) nicht
fiir jedes x konvergiert.

BEMERKUNG: Falls f 2mal stetig differnzierbar und 2m-periodisch ist, so konvergiert S, f
gleichmissig gegen f.

[V25-040202]

6. Beispiele fiir Exponentialfunktionen

Beispiel 6.10: Radioaktiver Zerfall

X]—-[¥]-[7]

N(t) = Anzahl der Atome von X zur Zeit t.
A - At = Wahrscheinlichkeit, dass ein Atom der Substanz X im Zeitintervall [t,¢ 4+ At] zerfillt.
A>0.

N(t+ At) = N(t) — N(t) - A - At
N(t+ At) — N(t)
At

— X N(1)

mx Masse eines Atoms. = Gesamtmasse = x(t) = N(t) - mx

x(t + At) — x(t)

N = —Xz(t) At — 0

x(t) = —Ax(t)
a(t) = me M x(0) =x¢9 = Anfangsmasse
y(t) = Masse der Substanz Y zur Zeit ¢

= —A\x (1)

U= Ar—puy A>0,u" >0

2= 1y
H1) = 2'(1) = (1)

dt
Seien gegeben

z(0) = o z(t) = zge
y(0) = wo
z(0) = 2o

ANSATZ:

y(t) = Ae=* + Be M

** 1 Zerfallskonstante der Substanz Y
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=)

(a) (1) (b) y(®) (c) 2(t)

ABBILDUNG 6. Der radioaktive Zerfall, Beispiel 6.6.10

Gibt es zwei Variabeln A,B, welche die Gleichung y = Ax — uy 16st?

= —Me M — pBe #
?

= Azoe M — pAe N — pBe
& (= Azo+ (- )\)A)e_)‘t =0

Annahme \ # p

)\xo
A =
& Y
Az
B =yo - _0)\
)\./L'() —\t )\:EO —pt
)= —— - - g
= y(t) M_)\e +<y0 H—/\)e
Q t+y+z2 =0
= z(t)+y(t) +2(t) = const
=20+ Yo+ 20
= 2(t) =0 +yo + 20 — x(t) — y(t)
z(t) —0 siehe Abb. 6(a)
y(t) —0 siehe Abb. 6(b)
Z(t) — Xo+ Yo+ 20

Beispiel 6.11: Geddimpfte Schwingung siche Abb. 7(a)
Newtons Gleichungen

mi(t) = Kraft = — fa(t) + Aussere Kriifte
—_
Feder =0

& = Geschwindigkeit, & = Beschleunigung

mi(t) + bi(t) + fx(t) =0  (2)

Anfangsbedingung x(0) = g, #(0) = vy
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ANSATZ: 2(t) = e

x(t) = e ist Losung von (2).
& (mA2 4+ A+ fleM =0
SmAN+A+f=0 (3
Charakteristische Gleichung:
bA b? b? f

Nl —— =L
+m+4m2 4m?2  m
b2 —dmf
T 4m?
b2 > 4mf
2 _
)\:_iiw
2m 2m

b? < 4mf

A b i_«/4mffb2
= - — |

2m 2m

b A4Amf — b2
A= gV T

2m 2m

ANSATZ:

z(t) = c1eM? + cpe??!
2(0) =29 =c1 + ¢

I(O) == ClAl + CQAQ

Vg — A2

Cl = —(/——F—
A2 — M

Vg — A2

CQp = —(——
A1 — A2

mi+bi+ fx=0
mA2+bA+f=0

A= —a+iw
Ao = —a — iw
6)\115 _ efat . euut
e/\lt + e)\zt Cat
— ——— =¢e . cos(wt)

2

3 b i\/4mf—b2
g= Y T

2m 2m

b < dmf
b
a=—
2m
_/Amf —b?
B 2m
e)\zt _ efat 67iwt
6)\115 _ e)\zt
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Lziiziz;

Feder mit

Federkonstanten f

Yo J Masse m

(a) Versuchsanord-
nung der geddmpften
Schwingung

ALLGEMEINE LOSUNG:

6. BEISPIELE FUR EXPONENTIALFUNKTIONEN

(1)

(b) Starke Dampfung

ABBILDUNG 7. Beispiel 6.6.11

z(t) = e (c1 coswt + o sinwt)

a1 =x(0) = o co =
vo = 2(0) = —acy + wes
= —axg + wcey

Beispiel 6.12: Siche Abb. 8(a)

A\ Mo

(¢) Schwache Démpfung

Vo + axg

U="Uc+UL+Ug Uo=2
dl
== —R.-1

Ur i Ur=R
q = Ladungsmenge C = Kapauzitiit

dq

= I(t) = —

U(t) = const (t) o

Uc(t) +UL(t) + Ur(t) =U(t) =0
é[(t) LI+ R-1(t) =0

.. .1
LiI+RI+=I=0 (3)

C
Uc U, Ug
fo—————/ T e —Jo——
*0 0

(a) RCL-Schaltbild, Beispiel 6.6.12

ABBILDUNG 8

Tangentialvektor

(b) Tangentenvektor

96
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f:R? SR, (t,z) € R? siche Abb. 8(b)
i(t) = f(t,z(t)) (4)
x(to) = g Anfangswertproblem
Gegeben sei

e Eine Teilmenge Q) C R?
e Eine stetige Funktion f: Q2 — R
e Einen Punkt (tg,x0) € Q

FRAGE: Gibt es ein (Zeit)-Intervall I C R und eine differenzierbare Funktion z : I — R so dass
top € I und x eine Losung von (4) ist? Ist diese Losung eindeutig? Nein

Beispiel 6.13: f(t,z) = —%, 2> 0. Q={(t,2) € R? |z > 0}
W , t
O] ~ ()

" (xgt N (—1(—> (m(tt)> z(0) =z >0
:Hc(t):\/x%j —x9 <t <z

Beispiel 6.14: Q = R?, f(t,z) = 22
@(t) =z(t)*  (5)
ANSATZ: z(t) = ct®
i(t) = cat = z(t)? = 2%
z(t) = Losung von (5)

=a— 1

z(t) =

ALLGEMEINE LOSUNG: z(tg) = z0, o = to + %

1
z(t) =
®) oo Flo—t
1
Ca—t
Beispiel 6.15: f(t,x) = +/|z|
t2
= t>0
x(t) =4 4’ - 29 =0
(t) {_§ f<0 0

&= /x|
Zweite Losung

z(t) = y/a — 12 5—x0 <t<xg

f:R™ = R™ [v26-070202]

& = f(x)
e {x(O) =g
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ERINNERUNG: f heisst Lipschitz-stetig wenn es eine Zahl ¢ > 0 gibt, so dass

[f (@) = f(y)l < cle—yl Vaz,yeR"
Satz 38: Sei f : R” — R” Lipschitz-stetig, = fiir jedes z¢g € R™ existiert genau eine stetig
differenzierbare Funktion y : R — R™ die die Gleichung 1 erfiillt. ohne Beweis.

Beispiel 6.16: f(x) = \/|z|, n = 1. Es gibt mehrere Losungen der Differentialgleichung
L(t) = v/ |z(t)] z(0) =0

3
"k
x(t) = :I:—|x(3)‘ it
= f ist nicht Lipschitz-stetig

@) = O _ VIl 1 a0

= = o0

|z =0 [ /la]

7. Ableitung in R"

x=(T1,...,2Tp) xo = (Zo1,- -, Ton)
Ji(we, ... mp)
flay = | P
fn(xla-- 7.7,'”)

Gleichung (1) &

& = f(x1,...,7p) 21(0) = xo1
&y = f(x,...,2p) 72(0) = x02
Tn = f(a1,...,20) 2n(0) = xon

8. Zusammenfassung
1 f; f(x)dx = Fldche zwischen der x-Achse und dem Graphen der Funktion y = f(z)

2 Eine Partition oder Zerlegung des Intervalls [a, b] ist eine endliche Teilmenge P := {zg,...,z,} C
[a,b], so dass a = x¢p < 21 < X3 < - < xp—1 < @, = b. Die Anzahl der Teilintervalle in der
Partition P bezeichnen wir mit N(P)

3 Das Korn der Partition P ist die maximale Lange der Teilintervalle und wird mit

o(P) = 1211ka<xN(xk — Tp_1)

bezeichnet.
4 Die Menge aller Partitionen des Intervalls [a, b] wird mit p(a,b) bezeichnet.

5 Sei P = {xg,21,...,2,} € p(a,b) eine Partition von [a,b]. Die Untersumme von f beziiglich P

ist die Zahl
N

S(f,P):=>" inf_ f(z)-(xx —zp51)

T <z<z
k=1 k—1>TX>Tk

TTMeinung des Autors
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Die Obersumme ist
N

S(f,P):=>_ sup  f(x) (zk—zh1)

b1 Th—1ST<p

6 SupPeg)(a,b) ﬁ(fa P) < ianEp(a,b) g(,ﬂ P)
7 Eine beschriinkte Funktion f : [a,b] — R heisst Riemann integrierbar, wenn gilt:

sup S(t,P)= inf S(t,P
PEp(mb)( ) Peg»(a,b)( )

In diesem Fall definieren wir das Integral von f durch

b
/f(x)dx: sup S(f,P)= inf S(f,P)

Pep(a,b) Pegp(a,b)
8 Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion und A € R. Dann sind folgende Aussagen éiquivalent:

(i) f ist Riemann integrierbar und A = f; f(z)dx
(11)V€>O 09 >0 VP:{xo,xl,,xn}Gp(a,b)

5(P )<50}

&k € [Th—1, Tk)

A— ngk sck—xk 1) <e€

9 Sei f:[a,b] = Rund M >0, so dass |f(x)| <M Vax € [a,b]. Seien P,Q € p(a,b). Dann gilt
S(t, P) = 5(f,Q) —4M - 5(P) - N(Q)
S(t,P) < S(f.Q) +4M - 5(P) - N(Q)

10 Seien f,g : [a,b] = R Riemann-integrierbar sei A € R. Dann gilt:
(i) f+ g und X f sind Riemann integrierbar und

/b(f() dx—/f dx—i—/b (2)dz
/)\f dx—A/f

(i) falls f(x) < g(x) fir alle € [a, ] so gilt:

/f d:1:</ g(z)dz

(iii) Die Funktion h : [a,b] — R, die durch h(z) := max{f(z),g(x)} definiert ist, ist Riemann-
integrierbar. Ebenso fiir h := min{f(x)}
(iv) Die Funktion [a,b] — R : 2+ |f(x)] ist Riemann-integrierbar und

/ ' fle)ds| < / @) d

11 Stetige Funktionen sind Riemann-integrierbar, es gibt aber auch unstetige Funktionen, die
Riemann-integrierbar sind.

12 Falls f : [a,b] — R stetig ist und F : [a,b] — R definiert ist durch F(z f f(&) d¢ dann ist F
differenzierbar und F'(z) = f(z) fiir alle x € [a,b]. Dies ist der Fundamentalsatz der Differential-
& Integralrechnung.
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13 Sei F : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion (d.h. F' ist differenzierbar und F” :
[a,b] — R ist stetig). Dann gilt:

14 Sei I C R ein Intervall und f : I — R. Die Funktion f heisst gleichmissig stetig wenn gilt:
Ve>0 J0>0sodassVa,yel

[z —y[ <d=[f(z) - fly)l <e

15 Sei [a, b] ein beschriinktes, abgeschlossenes Intervall und f : [a,b] — R eine stetige Funktion.
= f ist gleichmaissig stetig.

16 Substitution: Sei ¢ : [a,b] — R stetig differenzierbar und ¢'(§) > 0 und f : [p(a), ¢(b)] — R
stetig. Dann gilt

@ (b) b
/ f()dz = / F0(6) ' (€) de
»(a) a

17 Sei f,g : [a,b] — R stetig differenzierbar, dann gilt

/f /f 2)da -+ [(0)g(b) — [(@)g(a)
18 Eine Funktion f : R — C heisst 27-periodisch wenn
ft+2m) = f(¢) VteR
19 Eine 2w —periodische Funktion f : R — C lasst sich darstellen in der Form

S owe aqeC (1)

k=—oc0

20 Fiir die ay gilt

ap = f(t)e *t at

—T

21 Gegeben sei eine stetige, 2m-periodische Funktion f : R — C. Die komplexen Zahlen

2

heissen Fourier-Koeffizienten von f.

f(k) = L fe *tdt keZ

22 Seien f,g : R — C stetige 2m-periodische Funktionen. Die Faltung f g : R — C ist definiert
durch

Fro@) = o [ Fogte =1
-4 Zf(:ct)g(t) dt

23 [ :R — C stetig 2m-periodisch. Falls S, f(x) konvergiert fiir ein = € R, so gilt
f(z) = lim S, f(x)

24 Es gibt Beispiele stetiger 2m-periodischer Funktionen, so dass die Folge S,, f(x) nicht fiir jedes
x konvergiert.



KAPITEL 7

Skalare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

y:R—R
@y taay" Y+ b ay +agy =0
ANFANGSBEDINGUNGEN:

y(O) = Yo
y'(0) =

y(nil) (0) = Yn—1

IDEE: (2) auf (1) zuriickfithren. Gegeben sei eine Losung y : R — R von 2. Wir definieren z : R —
Rn

zo(t) == y(t) Eo = @1
z1(t) = y'(t) T1 = X2
i'n72 = Tp-1
Zpo1(t) ==y (2) Tp—1 = —QoTQ — A1T] — *** — Qp—1Tp_1

Sei C*°(R) die Menge aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen y : R — R (oder y : R — C).
Sei D : C*°(R) — C>(R) der Operator

Dy =4/
(1) D ist linear.
D(y1 +y2) = Dy1 + Dy»

D(Oéy) = OéDy (OAS Ra Y,Y1,Y2 € (e (R)
(2)
Dy* = D(Dy)
— y//
Dyt = y™®

(3) Sei L : C*(R) — C>*(R) gegeben durch
Ly:=D"y+a, 1 D" 'y +---+a1Dy + aoy
Dann ist Gleichung 2 #dquivalent zu
Ly=0
L ist linear.

101
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(4) Der Raum der Losungen
L={yeC*(R)|Ly =0}

ist ein n—dimensionaler Vektorraum
(5) Eine Basis von L ist gegeben durch die Funktionen Yy,Y7,...,Y,, wobei Y; die Lésung
der Gleichung 2 ist mit der Anfangsbedingung

0, ki
y® =
o=

das heisst jede Losung von 2 lésst sich in der Form
y(t) = 60Y0(t) + Clifl(t) + -4 Cn_lifn_l(t)

schreiben.
(6) p(A) = A"+ a,_1 A"t + -+ + a1\ + ag, p heisst charakteristisches Polynom von 2

FORMAL:
L =p(D)

y(t) = e
DeM = \eM

Dkekt _ )\ke)\t
= LeM = p(D)eM
=N Fa, N o+ ao)e)‘t
= p(A)e
p(D)e* = p(A)e* =0

(7) Die Funktion y(t) = e ist eine Losung von Gleichung 2 genau dann, wenn p(A) = 0

ANNAHME: p hat genau n verschiedene Nullstellen Ay, ..., \,, = Yi(t) = eM?t ... Y, (1) = e*nt.

Satz 39: ohne Beweis In diesem Fall bilden die Funktionen Y7,...,Y,, eine Basis von £

Korollar 16: Jede Losung von Gleichung 2 (Seite 101) lisst sich in der Form
y261Y1+"'+CnYn

schreiben.

Beispiel 7.1:

Y +wiy=0
pA) =X 4w?=0
A= tiw
i) = e a(t) = e

= coswt + i sinwt
Allgemeine Losung:

y(t) = Acoswt + Bsinwt
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ALLGEMEIN: Sei p(\), A = aiw. (Seien die Kraft von p in R).
y(t) = e

_ eat . eiwt
= e (cosw + i sin wt)
ist komplexe Losung von Gleichung 2. = Ry, Sy sind reelle Losungen von Gleichung 2

Beispiel 7.2: p(\) = A", y( = 0 Allgemeine Losung: y(t) = co + cit + -+ - + cp_1t" L.

ALLGEMEIN: Sei A € R eine mehrfache Nullstelle von p (der Ordnung n), das heisst:
P(A) =pA)(A = A)™ p(Xo) #0
ANSATZ:

y(t) = (co+ert+-- + o)

q(t)
(D —=Xo)y = Dy — Aoy

=y = oy
= ¢/ ()" + Mg(H)e™" — hy(t)
=q'(t)e!
(D = Xo)get = g'e™*
(D — Ao)Fget = g® ot
= (D — Xo)*get =0
= L(ge™") = p(D)ge™"*
= (D) (D = Xo)™ (ge™") = 0
Annahme stimmt!

ALLGEMEINE REGEL: Nullstellen von p: Ay, ..., A\x. Multiplizitit mq, ..., mg. = Jede Losung von
Gleichung 2 (Seite 101) hat die Form:

(3) y(t) = qu(t)eM’ + - 4 gu(t)e
Wobei g;(t) eine Polynom vom Grad deg(g;) < m; ist. Es gilt n = mq +--- + my

1. Inhomogene Gleichung
Ly=f,f:R—=R
(4) Y+ a1y o+ ary +agy = f
BEMERKUNG: Sei 79 : R — R eine Losung von Gleichung 4 ist und Y7, ...,Y,, eine Basis von £
= Jede Losung von (4) hat die Form y(t) = yo(t) + c1Y1(t) + -+ - 4+ ¢, Yo (2)
Beispiel 7.3: f(t) = et p(A\g) # 0

ANSATZ: y(t) = cero?
Ly = cLe™! = ep(Ng)e? < ot
Wir withlen ¢ = 5
ekot
P(Xo)

y(t) =
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p(Xo) =0 m-fache Nullstelle
P(A) = pA)(A = Aog)™ P(Xo) #0

ANSATZ: y(t) = ct™e ot
(D — X\o)y = emt™ tetot

= (D — X\o)™y = em et

p(Ao) #0
Beispiel 7.4: y" + w?y = coswt, \g = iw, p(\) = A\2w?

ANSATZ: y(t) = cte'?
y(t) = t(Acoswt + Bsinwt)
2. Zusammenfassung

1 Sei C*°(R) die Menge aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen y : R — R (oder y : R —
C). Sei D : C*°(R) — C>(R) der Operator

Dy =y
2 D ist linear.

D(y1 +y2) = Dy + Dy>

D(ay) = aDy a €R,y,y1,y2 € C7(R)

3 Dyk = y(k)
4 Sei L : C*(R) — C*>°(R) gegeben durch

Ly:=D"y+a, D" 'y+---+a1Dy + aopy
5 Die Differentialgleichung lautet

Ly=20
6 Der Raum der Losungen

L={yeC*R)|Ly=0}

ist ein n—dimensionaler Vektorraum

7 Eine Basis von L ist gegeben durch die Funktionen Yy, Y:,...,Y, wobei Y; die Losung der
Differentialgleichung ist mit der Anfangsbedingung

v _ 0, k# Z"
’ L k=]
das heisst jede Losung der Differentialgleichung lésst sich in der Form
y(t) = 00Y0(t) + Clyl(t) + -+ Cnflynfl(t)

schreiben.
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8 p(A) = A"+ an 1 A"+ + a1\ +ag, p heisst charakteristisches Polynom der Differentialglei-
chung.

9 Die Funktion y(t) = e ist eine Losung der Differentialgleichung genau dann, wenn p(\) = 0



KAPITEL 8

Topologische Grundbegriffe

[var-0s0402] f : R?2 — R3

xr1 + X2
f(21,22) = T122
73 + ¥ cos 1y

Definition (Errinnerung): Eine Funktion f : R™ — R™ heisst stetig an der Stelle o € R™ wenn
es fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir alle z € R™ gilt:

[z —wo| <0 = |fz) - flwo)| <e
——— —_————

€Rn cRm
Dabei ist |¢], wobei & = (&1, ...,&,), definiert als \/€2 +--- + &2
f:R? =R
o X1 — T2
f($17$2) - T+ 2o

Diese Funktion ist nicht auf ganz R? definiert, deshalb nehmen wir eine Teilmenge:
Q= {(z1,22) € R?|ay + 22 # 0}

und schreiben f: Q — R
Im folgenden werden wir die Unterscheidung von offenen, abgeschlossenen und kompakten Teil-
mengen diskutieren.

Definition: Eine Teilmenge U € R"™ heisst offen, wenn fiir jedes x¢p € U ein € > 0 existiert, so
dass fiir alle z € R™ gilt:

|lx —xo] < & zeU
Was anschaulich bedeutet, dass die Randmenge in U nicht enthalten ist. Beachte auch die Analogie
zum offenen Itervall (a,b)
BEZEICHNUNG: Sei zg = (2o, ..., %0, ) € R” und € > 0. Die Menge
B.(x0) :={z e R"| |z — x| < e}
heisst offener Ball vom Radius € mit Zentrum x
BEMERKUNG: U € R" ist offen genau dann, wenn gilt:
Vaeg€eU Fe>0:B(xg)eU

Beispiel 8.1: (1) U:={x=(z1,...,2,) € R"|z > 0}, = die Teilmenge ist offen.
(2) U .= B-Y(Cﬂo), Xo € Rn, v > 0

BEHAUPTUNG: B, (zg) ist offen.
Beweis: Sei 21 € By(z9) und sei € := v — |z — z¢| > 0, dann gilt:
|z — 21| <e =z —xo| <|z—x1| + |21 — 20|

<ed oy —wo| =1 O
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(3) U := {(z1,72,23) € R3|2% — Tagzws + € < 5}. In einer strikten Ungleichung, die stetig
ist, kann man sagen, dass die Teilmenge offen ist.

(4) U :={(0,1) € R"} ist nicht offen. Punkte sind nie offen, da ¢ > 0 sein muss.

(5) [0,1) C R ist nicht offen.

Lemma 25: Eigenschaften von offenen Mengen:

(i) 0, R™ sind offene Mengen (), da gar kein Punkt enthalten.)
(i) Wenn U, V € R offene Mengen sind, dann ist auch U NV offen.
(iii) Sei I eine Indexmenge® und U; C R™ eine offene Menge fiir jedes ¢ € I. Dann ist die
Vereinigung U := J,;.; U; ebenfalls eine offene Teilmenge von R”
Beispiel 8.2: Uy, := B, (0), k € N. Dann ist
U= () Us ={0}
keN
Beweis (Lemma 25): (i) trivial
(ii) Seien Uy, Uy € R™ offen. Sei g € Uy N Us.
= Je1 >0: B, (xg) CUy, Jea > 0: B, (x9) C Us. Sei € := min{ey,ea}
= B. C B, (%0), Be C Be,(x0)
= BE({)S()) C le (LL'()) n BSZ(Z‘()) cU nNU;
(iii) 20 € U = U,ey
= di € I sodass zg €U
= Je > 0sodass Be(xg) CU; CU
Definition: Eine Teilmenge F' C R™ heisst abgeschlossen, wenn sie folgende Eigenschaften hat:
Falls xp, € F eine konvergente Folge ist, so gehort der Limes x := limy_. o, x) ebenfalls zu F

Beispiel 8.3: (1) F:{zo} ist abgeschlossen
(2) F:{z € R"||z — x| <~} ist abgeschlossen
(3) F:{(x1,72) € R*|z129 + €% sinmwy < 253} ist abgeschlossen
(4) F:{x e R"| |z —xo| < 1,21 + -+ + x, = 0} ist abgeschlossen
(5) 0 ist sowohl offen, als auch abgeschlossen
(6) F:[0,1) C R ist weder abgeschlossen, noch offen
Lemma 26: Sei U € R” irgendeine Teilmenge. Dann gilt:
U ist offen < R™\U ist abgeschlossen

Beweis: ,,=¢ wir nehmen an, U sei offen. Wir miissen zeigen, dass F' := R™\U abgeschlossen ist.
Sei zy, € F eine konvergente Folge und xg := limy_. o x

BEHAUPTUNG: 2 € F

Beweis: Angenommen, das Gegenteil ist der Fall: xg # F. = 29 € U, da U offen ist 3 e > 0 so
dass B.(xg) C U

= 3k0€N,vk>k0:‘xk0_fI;0|<E

= Vk>ky:ap € Be(xg) CU

= a2, ¢ F,V k> ko Widerspruch!

»<=“ Sei F' C R™ eine abgeschlossene Teilmenge und U = R"™\ F. Zu zeigen: U ist offen. Sei zy € U
BEHAUPTUNG: 3¢ > 0, B.(xg) CU
ANNAHME: Die Behauptung ist falsch

Beweis: Das heisst, Ve >0, 3 € B.(zg), x ¢ U
= VkeN Hl‘kEBl/k(xo),xk¢U
= |xk—mo|<%,mkeF

*Diese kann auch unendlich sein
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= a2 € F, o = limg oo 1. ¢ F Widerspruch!

Lemma 27: (i) @, R™ sind abgeschlossen.
(ii) Wenn Fy, F» C R™ abgeschlossen sind, so ist auch F; U Fy abgeschlossen
(iii) Sei I eine Indexmenge und F; C R™ abgeschlossen fiir jedes ¢ € I. Dann ist

F = ﬂ F,
=1

ebenfalls eine abgeschlossene Teilmenge des R™
Beweis: Siehe Lemma 25 und Lemma 26
Satz 40: Sei Q2 € R” eine offene Teilmenge und f := Q — U eine Abbildung wobei U € R™. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) f ist stetig
(ii) Falls U C R™ offen ist, so ist auch
f7HU) Urbild = {z € Q|f(x) € U}
offen.
Beweis: i) = ii)“: Sei f stetig und U C R™ offen. Sei z¢ € f~(U)

To € €, f(!E()) eU
Je > 0so dass Be(f(w0)) CU
dd>0sodassVa e R" [z —zp| <0
z e, [f(x) = flzo)| <e
Bs(z0) C Q
f(Bs(x0)) C B=(f(x0)) CU
Bs(zo) € fHU)
= ist ein offene Teilmenge
»il) = 1)“: Sei 29 € Q und € > 0. Dann ist

B.(f(xz0)) = {y € R™||y — f(z0)| < &}

A

offen.
= f7Y(B=(f(z0))) ist offen
= 36 > 0sodass Bs(xg) C f‘l(BE(f(wO))), das heisst |z — zo| < 6 = |f(z) — f(x0)| < €

Beispiel 8.4: f(x) = 22
F7H(0:4)) = (=2,2)\{0}
r
y=2=1=4x

Beispiel 8.5: Sei f : R™ — R eine stetige Funktion. Wenn {z € R"|f(z) > 0} offen ist, ist auch
ft ((0, oo)) eine offene Teilmenge in R

Definition: Eine Teilmenge K € R"™ heisst kompakt, falls jede Folge x), € K eine Teilfolge besitzt,
die gegen ein Element von K konvergiert.
Beispiel 8.6: (1) K :={z € R"||z| < 1} ist kompakt

(2) K :={z C Rlmaxi<i<p |z;] <1} ist kompakt

(3) K :=R" ist nicht kompakt

(4) K := 0 ist kompakt

Definition: Eine Teilmenge B C R"™ heisst beschrdnkt, falls es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass

lz] < C VzeB
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Satz 41: Sei K C R" eine Teilmenge. Dann gilt:

K ist kompakt < K ist abgeschlossen und beschrankt

Beweis: K KOMPAKT = K ABGESCHLOSSEN: Annahme: K ist nicht abgeschlossen.

= Es gibt eine konvergente Folge xj € K, so dass xg = limg_,c0 2 ¢ K
= Jede Teilfolge von zj konvergiert ebenfalls gegen z¢
= K ist nicht abgeschlossen

K KOMPAKT = K BESCHRANKT: Annahme: K ist nicht beschriankt.

= Fiir jede natiirliche Zahl k € N existiert ein Element z;, € K, so dass |zx| > k
= Die Folge zj; hat keine konvergente Teilfolge
= K ist nicht kompakt

K BESCHRANKT UND ABGESCHLOSSEN = K KOMPAKT: Behauptung: Keine beschrinkte Folge in
R™ besitzt eine konvergente Teilfolge.
[vas-080402] Sei K abgeschlossen und beschriankt. Sei 2, € K eine Folge.

= 3C>0VkeN |z <C
= 3 konvergente Teilfolge zy,
= lim; oz, € K

damit ist & kompakt.
Sei x = (Tky, - .-, T, ) € R™ eine beschrinkte Folge, das heisst 3 C > 0 so dass Vk € N

‘$k| = \/1‘%1 —|-"'—|—.Tin <(C= ‘$k1| §01,|$k2| SOQ,...,|1'kn| <C,

Der Satz von Bolzano-Weierstrass (siehe Analysis I, Seite 37) besagt:

= 3 eine Teilfolge k;;, so dass xy,, konvergiert

= 3 eine weitere Teilfolge k;2, so dass xj,, und xj,, konvergieren.

= 3 eine weitere Teilfolge k;,., so dass xy,,. konvergiert (i — oo) fiir jedes r =4,...,n
= xy, konvergiert.

Satz 42: Sei ) € R” eine offene Teilmenge und f : 2 — R” eine stetige Funktion. Sei weiter
K C Q eine kompakte Teilmenge. = f(K) ist eine kompakte Teilmenge des R™

Beweis: Sei y, € f(K) eine Folge. Wihle z, € K, so dass f(xg) = yx
= 3 Teilfolge k;, so dass x, konvergiert und zo = lim; .o 2, € K
= Yk, = f(zk,) konvergiert gegen yo = f(x0) € f(K)

Satz 43: Sei 2 € R" eine offene Teilmenge, f : 2 +— R eine stetige Funktion und K C 2 eine
kompakte Teilmenge. Dann 3 zg € K so dass

fxo) > f(x) Vee K
Beweis: f(K) ist kompakt nach Satz 42. Nach Satz 41 folgt

= f(K) ist abgeschlossen und beschriinkt. Sei yo := sup f(K), K # 0
= Juay € K so dass f(xg) — yo. K ist kompakt

= 3 eine Teilfolge k;, so dass i, — x9 € K. [ ist stetig

= f(zo) = lim;—.c f(xk,) = yo = sup f(K)

= f(zg) > f(x),Vz e K

BEMERKUNG: Die Begriffe offen, abgeschlossen und kompakt lassen sich auf Teilfolgen beliebiger
mehrdimensionaler Rdume iibertragen. Alle Sétze und Lemmata (insbesondere Satz 41) gelten in
beliebigen mehrdimensionalen Raumen.
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1. Zusammenfassung
1 Eine Teilmenge heisst offen, wenn fiir jedes z¢p € U ein € > 0 existiert, so dass fiir alle x € R™
gilt
|z —xo| < ¢
2 Ein offener Ball vom Radius € mit Zentrum xy wird geschrieben als
Be(w) := {z € R"[ |z — x| <}

3 U ist genau dann offen, wenn es zu jedem Punkt xg € U ein € > 0 gibt, so dass B. (zp) € U.

4 Eine Teilmenge F' C R"™ heisst abgeschlossen, wenn der Limes einer konvergente Folge x € F
ebenfalls in F' liegt.

5 Ist U € R™ eine offene Teilmenge, dann ist R™\{U}

6 Falls 2 € R", U € R™ zwei offene Teilmengen und f : 2 — U dann gilt
fist stetig < fH(U) = {x € Q|f(z) € U} ist offen

7 Eine Teilmenge K € R™ heisst kompakt, falls jede Folge x;, € K eine Teilfolge besitzt, die gegen
ein Element von k& konvergiert.

8 Eine Teilmenge B C R™ heisst beschrinkt, falls es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass |z| < C
9 K C R" eine kompakte Teilmenge < K ist abgeschlossen und beschréinkt.

10 Falls Q € R, K C Q eine kompakte Teilmenge, f : 2 — R eine stetige Funktion, dann existiert
ein Punkt z¢, so dass fiir alle x € K gilt

f(wo) = f()



KAPITEL 9

Differentialrechnung in R"

1. Die partielle Ableitung
Wie leitet man f (1,2, 23) = x325 cos(x1 + x3)e®? ab?
IDEE: Man hélt zwei Variablen fest und leitet nach der dritten ab. Die drei Ableitungen fiir f
lauten:
0 2.7 T2 3.7 & T2
8—1(331, X9, x3) = 3xixy cos(xy + x3)e™ — ajxd sin(x; + x3)e
of
0
of

(x1, 9, 23) = 23725 cos(x1 + x3)e™ + 2327 cos(zy + x3)e™
2

R (x1, 9, 23) = —x52l sin(x; + x3)e™?

Definition: Sei 2 € R™ eine offene Menge und f : 2 — R. Die partielle Ableitung
of
oz, (z)

ist definiert als der Grenzwert

of o Sl mi g F hywig, ) — f(2)
o 1) 1= i h

falls dieser existiert. Eine weitere Schreibweise ist D; f(x).

BEMERKUNG: Sei I := {k € R|z + te; € Q} ein offenes Intervall und

0
e; = 1
6
Sei g: I — R, g(t) := f(z + te;). Dann gilt:
a_f T g(h)—g(O) o
L w) = i 2220 )

2. Tangentialebene

(vao-120002) f : R? — R, 2 = f(z,y) = 22 — y?. Gegeben sei ein Punkt (x¢,y0) € R, daraus folgt,
dass die Ableitung am Punkt eine Tangentialebene ist.
r = xo+t€

nach vektorieller Betrachtung ¥ = a + 171 + to7%
y = wo+itn } & R

= f(zo +t& yo + tn)

d

fzo +t&, 9o + tTI)}

t=0

111
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Beispiel 9.1: f(x,y) = 22 — y?, (z0,y0) € R?
fxo + 1€, yo +tn) = (zo + t€)* — (yo + tn)”
= x5 — Y + t(2xo€ — 2yon) + £2(&* — n°)
d
—|  flzo+1t&,y0 +1n) = 220§ — 2y0n

dt|,_,
Eo = {(&n,2x0€ — 2yon)| £, n € R}

FRAGE: Ist der Tangentialraum Fjy immer ein linearer Unterraum?

3. Die Richtungsableitung

Lemma 28: e Sei Q C R? offen
e Sei f: ) — R stetig, so dass die partiellen Ableitungen %, g—i auf ganz () existieren und
dort stetig sind.
o Sei (70,70) € ©, (&,n7) € R?, = und die Funktion t — f(x¢ + t&,yo + tn) ist stetig

differenzierbar
d 0 0
G, S0ttt m = o0+ S (@)

ist die Ableitung in beliebiger Richtung. (Sogenannte Richtungsableitung).

Beweis: Sei I = {t € R|(z + t&,yo + tn) € }. Dies ist eine offene Teilmenge von R (nach Satz
40). Sei g : I — R definiert durch

g(t) == f(xo +t&,y0 +tn)

ZU ZEIGEN: g ist differenzierbar an der Stelle t = 0

g(h) —g(0) _ fzo+ h& yo + hn) — f(x0,¥0)

h h
_ f(@o+ h&,yo + hn) — f(xo,yo + hn) + f(zo,y0 + hn) — f(x0,10)
h h
(2) (1)
. f(xo,y0 + hn) — f(zo,y0)n  Of
}ng}) h = 8—y(5€07yo)77 (1)
. f(wo+h& yo + hn) — f(xo,yo +hn)  Of
]113%) 5 = £($07y0)§ (2)
Beweis (von 2):
. flzo+h&,yo + hn) — f(xo,y0 +hny)  Of
flllﬂ% h 8:0(3707110)5
1 ["d of
=5 /o &f@o + &, y0 + hn)ds — %(ffo, Y0)§

"o d
= %/o a—i(iﬂo-#sfayo + hn)éds — 8—£($0,y0)5

hory 5
= %/O (a—i(x()%—S&yo—Hm) - a—i(%,y@) &ds

95 .= Q, = ist stetig nach Voraussetzung: Sei ¢ > 0 gegeben = 36 > 0V (z,y) € Q

ox
df €
ds <% *)

(‘T,y) - iff<x07y0)

\/Ixfx0|2+|y—y0|2<5:> 1
€T
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Angenommen

J

VIEP + Inf?

Dann gilt fiir 0 < s <h

VIs€l” + [hnl* < ha/I€)? + ] <6

das heisst () gilt fiir @ = x9 + s&, y = yo + hn

0<h<

9 0
= ‘6—£(mo+8§ayo+h77) + a—i(fcoayo)f‘ < é_| El=e

N f(@o + h& yo + hn) — f(wo,yo +hn)  Of

h 81,(5”0;210)5'
g 5
< %/0 8_ch(x0+5€’yo+h77)_8_£(330,y0)£’d3§5

Wir haben gezeigt, dass (A) gilt. O

ALLGEMEIN: Richtungsableitung @ C R™ offen, x € Q, x = (z1,...,2z,), [ : & — R™ stetig,
flx) = (fi(@),. .. fm(2)), = (&1, &m) €R™

Definition: Die Ableitung von f an der Stelle von z in Richtung £ ist definiert als der Grenzwert

df(x)§ = —ff(x+tg> . = Jim f(ﬂH—hi)—f(x)

falls dieser existiert.

0
Beispiel 9.2: { =¢; = i |. Dann st die Richtungsableitung (in Richtung e;) genau die partielle
6
Ableitung %
¢
of aﬁ ()
af@ei=go@) = |
;i o7

flx+ter) = f(xr +t1, 22, 23,...,25)

Satz 44: Angenommen, alle partiellen Ableitungen 4~ or aaf existieren und sind stetig, = Die

Richtungsableitung von f existiert an jeder Stelle x e Q in jeder Richtung & € R", sie ist gegeben
durch die Formel

n

df(@)§ = — f T+ tE) =
1

Beweis: m =1, f: Q — R. Induktion iiber n:

n = 2: = Lemma 28
n > 3: Annahme: Satz bewiesen fiir n — 1

g(Sét) = flx1 488, Tn1 + 861,00 +t&n
= 8—? = 5‘xn( én nach Voraussetzung

? = Z 3 & nach Ind. Annahme
s xz
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~
1\
o3}

dA /\ o

_ 9y
= aS(oo)+—00 Z@xl

Satz 45: [vso-160402] Seif) C R? eine offene Teilmenge und f : 2 — R™. Alle partiellen Ableitungen
von f existieren und sind stetig auf 2. = Fiir x € 2 und ¢ € R” existieren die Richtungsableitun-

gen.

d

A=0

%|1f1($+tf)

d
ar f (37 +t& ) = :
t=0 d

a |n fn(x +t& )
6 6 m
(@) o gl &
Ofm O :
aj;l () - 3£n () &n
Matrix der positiven Vektor  der
Ableitungen, sog. Jaco- Richtung der
bimatrix Ableitung

4. Jacobimatrix

Definition: Sei G C R"™ eine offene Teilmenge und f : R — R™ eine Funktion, die im Punkt

x = (z1,...,2,) differenzierbar sei und die Komponenten fi,..., f; habe. Dann ist
9 )
(@) - (@)
Df(a):=| :
O fm Ofm
Un(z) - §l=(z)

die Jacobi Matrixz oder auch die Funktionalmatriz von f an der Stelle x. Die Jacobimatrix ist
eindeutig bestimmt.

BEMERKUNGEN:
(1) Teilweise wird D f(x) auch mit df (z) bezeichnet.
(2) Satz 45 sagt: falls die positiven Ableitungen von f stetig sind, so sind die Richtungsablei-
tungen gegeben durch

d
= J@+16) =Df@) ¢
t=0
(3) Wir bezeichnen die Menge der reellen Matrizen mit m Reihen und n Spalten mit
Rmxn 9 A
air -0 Qin
A= Qi € R
Am1  *° OGmn
Beispiel 9.3: Sei f: R? — R? gegeben durch
T+ X2
flz1,22) = L1122
el cos To

Dann ist die Jacobimatrix
1 1
Df(x) = X2 1 S R3*2
el cosry —ePlsinas
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() ()

also folgt fiir die Richtungsableitung

wobei

&+ &
flx+1t8) = 2281 + 2182
t=0 £1€e"1 cos kg — E2€”1 sin o

Definition: Sei @ C R™ offen und f : © — R™ eine Abbildung. f heisst differenzierbar an der
Stelle © € Q) falls es eine Matrix A € R™*™ gibt, so dass

i @8 = fl@) = AL _
£—0 €]

dt

0

Das bedeutet, der Differentialquotient konvergiert gegen A, das heisst Ve >035 >0V E € R”

€l

Falls eine solche Matrix A existiert, so nennen wir sie die Ableitung von f an der Stelle z und
benennen sie mit Df(a) := A

BEMERKUNG: Falls f differenzierbar ist an der Stelle z und £ € R™, £ # 0 so gilt:

o (2 416) = (@) = 49)

=0
1[0 I3

- lim |f(z +t€) —tf(x) — tAL)| 0

_ %E%If(xﬁﬁt)—f(x)l_Ag _ 0

_ %%W”””?_f(”’)' _

Diese Uberlegung zeigt: Falls f differenzierbar ist an der Stelle z so gilt:

o St — f @)

ti TS = Df(r) ¢

d
Ef(ﬂ”rtf)

t=0

BEMERKUNG: Falls f an der Stelle = differenzierbar ist, so existieren die Richtungsableitungen an
der Stelle z und die Ableitung

d
R" = ¢~ = fla+t0)

t=0
ist linear. Falls die Richtungsableitungen existieren, muss die Funktion noch nicht differenzierbar
sein, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 9.4: f:R?2 =R

LT1T2 71,#0
fla1,@2) = {Vm%”g
0 , T =

siehe Ubung

e Alle Richtungsableitungen von f existieren an der Stelle x = 0
o f ist micht differenzierbar an der Stelle z = 0
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Satz 46: Sei 2 C R™ offen und f : Q — R™, so dass alle partiellen Ableitungen von f existieren
und stetig sind auf ganz €.

= f ist an jeder Stelle x € Q differenzierbar und die Ableitung von f an der Stelle z ist die
Jacobimatrix D f(x)

5. Norm einer Matrix

A=
Am1  * OGmn

Die Norm von A ist definiert durch die Formel

m n
2
2.

i=1j=1

EIGENSCHAFTEN DER NORM:
Lemma 29: (i) Al >0 vV AeR™"

(ii) |A| =0« A =0 Nullmatriz
(iii) |[A+ B| <|A|+ |B| YV A, B € R™*™ Dreiecksungleichung

(iv) [Agl < [lAllEll VA, BeR™™  VEeR"
Beweis (von (iv)): Beweis mittels Cauchy-Schwarz Ungleichung
a1 Qin ar = (a11,...,a1p)
A—
Am1 - Gmn G, = (Qmly--yQmn)
i1 015 (ay,€)
ag= o=
> i1 @mg&j (am, &)
Ausserdem gilt die Cauchy-Schwarz Ungleichung [(a1,&)| < |a;| - €]
@O\ m "
|A¢)* = : = lai, &) < <Z ail2> 135
(am, €) i=1 i=1
= (22D au | lEF =147 O
i=1j=1
Beweis (von Satz 46): Sei Df(x) die Jacobi Matrix von f an der Stelle z € Q
@) - @)
Df(z) = : :
Uo@) o Un(a)

Zu zeigen ist: Die Matrix A := D f(x) erfiillt die Bedingung in der Definition von differenzierbar,
das heisst

[f(z+ &) — f(z) - Df(x)¢]

€l
Nach Voraussetzung sind die partiellen Ableitungen von f stetig.
= die Abbildung von Q +— R™*™ : 2+ D f(x) ist stetig.

=0
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= Ve>030>0,s0dass |§|<d=|Df(x+&) — Df(x)] <e. Sei& € R" sodass|{| <d

Wir wissen (Satz 44): Die Funktion ¢ — f(z + ¢£) ist differenzierbar und

C flo+1€) = Df(z +16) € 0<i<1

1
S (e +€) — f(2) — Di(e)e] = \ | Dito+16)-cai- Dsre

/01 (Df(z+t&) — Df(x))gdt'

< / (D (x + 1) — D (x))€] d
0

1
< / IDf(z +1€) — Df(x)]- ¢ dt < < €]
0 <e

Wir haben gezeigt, dass fiir jedes x € Q und jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass 0 < |g| < §

f(a+€) —f(a) = D) _
€

das heisst, f ist differenzierbar an der Stelle z

Definition: Sei ) C R" offen. Eine Funktion f :  — R™ heisst stetig differenzierbar, falls alle
partiellen Ableitungen auf ganz ) existieren und dort stetig sind.

Beispiel 9.5: [v31-190402]

z 2 2
0 2+ yr =0

f ist stetig an der Stelle x = y = 0 und differenzierbar.

PARTIELLE ABLEITUNG:

i Y  FICEN IS Ra
of . f(0,n) = £(0,0)
a—y(O,O)—%IL%—T] =0
RICHTUNGS ABLEITUNG:
(t€)? £

d
i) S = Gy e
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ERRINNERUNG: f : R? — R ist differenzierbar an der Stelle (0,0), wenn es eine Matrix A =
(a b) € R'*2 gibt, so dass
£24n>—=0 VE +n?

o L ) = £(0,0) — t(ag + b

y ] =0
d
Ef(tﬁ,tn) T a& +bn

Die Ableitung an (0, 0) ist vorhanden, sie ist aber nicht linear. Das heisst, f ist nicht differenzierbar
an der Stelle (0,0). Ist das ein Widerspruch zu unseren Sétzen?

g(m )= 322(2? 4+ y?) — 2322 B xt + 32%y? g(x )= —2yx3
oz DY) = (22 + y2)2 T (22 +y2)2 Ay Y= (22 + y2)2
of of

v — —_ e 1
(0.0)=0 5,00 =1 y#0

% ist nicht stetig = der Satz ist in Ordnung.
6. Die Kettenregel

Satz 47 (Kettenregel): U C R” offen, f : U +— R™, V C R™ offen, f(U) C V, g:V — R
go f — RL f sei differenzierbar an der Stelle zg, g sei differenzierbar an der Stelle yo = f(x0).
= g o f ist differenzierbar an der Stelle z( und

D(go f)(z0) = Dg(f(x0)) - Df(x0)
Dies ist einleuchtend da:

Df(zo) € R™*" Dy(yo) € R™™

Beweis: 1. WAHLE EINE ZAHL p > 0: so dass 0 < |n| < p daraus folgt

l9(yo +1) — 9(yo) — Dg(yo)n| _ £
In] 2(1+ D(f |wol)
neR" xg € R = (21,...,2m)
2. WAHLE § > 0: sodass £ e R", 0 < [§| < 0 =
f(zo+€) = flzo) = DIwo)e _ e
iy 2(1 4 [Dg(yo)l)
und (1 + [Df(z0)])é < p.
Sei 0 < [¢] < ¢, daraus folgt
[f(@o + &) = flzo)| < |f(zo + &) — f(w0) = Df(wo)é| + [Df(wo)é]

el .
111+ [Df (o))

<p

IN
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woraus folgt

lg(f(@o+8)) = g(f(x0)) — Dg(yo) - D f(xo)]|
< |g(f(zo+ &) — g(f(z0)) — Dg(yo) (f (w0 + &) — f(z0))]
+ [ Dg(yo) (f(zo + &) — f(wo) — Df(x0)€)|
elf(wo+ &) — f(wo)] e €]
20+ Do) P A Dyl
<zlel+lel=<lel

Beispiel 9.6: Sei f: Q — R™ eine Funktion, wobei 2 € R™ eine offene Teilmenge ist. Ferner sei
7 : R+ Q ein Funktion, wobei

71(2)
()=
Tn (t)

Wir definieren

C fortt) = Di((1) S

Setzen wir y(t) = xg + t£, das heisst 4(t) = £ € R™, so erhalten wir mit
%f(xo +t&) = Df(zo + t&)E
die Richtungsableitung
Beispiel 9.7: Seien g : R? — R und f: (0,00) x R +— R?
gla.y) = el F(7,0) := (ycos 6, ysin6)
zwei Funktionen. Wir erhalten fiir die Verkniipfung:
go f(v,0) = e(’ycosz O+vsin®0)3 _ 6%/2

Und fiir die Ableitung der Verkniipfung

D(go f(7.0)) = (%(%9)7 agazf(vﬂ))
e

Wir wollen nun die Kettenregel nachweisen, dazu berechnen wir die Ableitungen einzeln:

Df(v,6) = (cos@ —y sinH)

= (e +v)/2 (w2+y2>/2>
sinf  ycosf Dyg(z,y) (xe ye

Ersetzen wir & = ycosf, y = vsinf und v = 22 + y? und erhalten
=12 (ycosf,ysin®)
Wenden wir die Kettenregel (47), D(g o f)(zo) = Dg(f(x0)) - Df(x0), an, so erhalten wir mit

Dg(ycos0,vsin@)Df(v,0) = e’ /2 (ycosB,~sin @) <COS€ —ysu 0)

sinf  ~ycos#f
= ev2/2(%0)

das gewtinschte Resultat.
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7. Hohere partielle Ableitungen

Sei f: Q+— R™ eine stetig differenzierbare Funktion, das heisst

of
Q= R™
(“)xi -
ist stetig firi=1,...,n

Definition: f heisst zweimal stetig differenzierbar, wenn f stetig differenzierbar ist und % Q-
R™ ebenfalls stetig differenzierbar ist fiir i = 1,...,n.

f ist C'! bedeutet, f ist stetig differenzierbar, f ist C? bedeutet, f ist zweimal stetig differenzierbar,
etc.

Beispiel 9.8: Sei f : (7,y) > R? — R, f(z,y) = 23y + cosx - 7Y eine Funktion. Die ersten
partiellen Ableitungen lauten:

a—f =322y + cosz - €*TY — sin xe® Y
ox
or = 2%+ cosx - e® Y
dy
Die zweiten partiellen Ableitungen sind:
2 d
S ) = A G ) = 3% 4 (cosa — sina)er
0 f d of

+y

dxdy (z,y) = @a_y(x,y) =32% —sinz - "™V + cosw - €”
Satz 48: Sei 2 € R eine offene Teilmenge und f : ) — R™ zweimal stetig differenzierbar. Dann
gilt:
0% f 0% f
= v iy Lyj Qav 'a j
axlﬁxj Ji) 8%8:& (33) Tir T < bJ

Das heisst, die partielle Ableitung ist unabhéngig von der Reihenfolge.

Sei f: (r,y) > R? — R. Was ist nun die zweimalige partielle Ableitung Sii{y ?

of [+ &y) - f(xy)
of . fla+&y+n) — flo,y+0n)
a—x(ﬂf,ern)—Ell_rg ¢

0? 1/0 0
1—0 €0 &n

Beispiel 9.9: Nehmen wir Beispiel 9.8

g—zjj = 2% + cos we® Y

Dann erhalten wir
aigy (2,y) = a%g*f@ y) = 32% + (cos 7 — sinx)e”*

(vaz2-220402] Sei f : R? — R zweimal stetig differenzierbar. Wir wollen zweigen, dass
0% f 0% f

0xdy  Oyox



7. HOHERE PARTIELLE ABLEITUNGEN

gilt. In der Vorlesung 31 haben wir erhalten

PI iy E &Y — Fe+&y) — @y +0) + fa,y)
0xdy  n—06—0 £n
*f _ i Jig B &Y+ — fla+&y) — fley +n) + f(z,y)
dydr  £—-0n—0 &n

Im ersten Fall geht ¢ schneller gegen 0 als 7, im zweiten gerade umgekehrt.

BEHAUPTUNG: Sei

_ 0
Ve>038>0V(n) € R?
O<€|+n|<5j’(w+§7y+n)f(w+£,y)f(x,y+n)+f(:v,y)a e
&n

wobei 1 # 0,& # 0. Sei € > 0 gegeben. Wihle nun ein § > 0, so dass wenn [§| + || < 4 folgt:

2f 82]0
may(fw&yﬂl) 920y (@) <
Der Ausdruck entspricht der Norm mit Koordinaten & und 7.

(1) (2) (3) (4)
—
f@+&y+n) —fle+&y) = fla,y+n)+ fla,y)
Durch benutzen des Fundamentalsatz der Differential und Integralrechnung erhélt man

1
:/0 %(f(z+s§,y+n)*f(l‘+55ay))ds

(1) + (4) Glied (2) + (3) Glied

s ist nur im ersten Glied, das zweite wird festgehalten. Mit der Kettenregel erhalten wir

1
:/0 (g—i(x+s§,y+n) - g—i(x+s§,y)) ds

Durch nochmaliges Anwenden des Fundamentalsatzes kommen wir zu

//dt( x+s§y+tn)§>dtds

= r+sEy+t dtds
/O/Oaxay( &y +tn)én

Daraus folgt:

(@+&y+n)—fla+&y) — fla,y+n)+ fla,y) _a‘
&n

0% f
< _
7/0/081:8y(a:+s§7y+t77)dtds 8I8y(x,y)‘

Beide Integrale haben in die s und die ¢ Richtung die selbe Lénge

= //( (x+s&y+tn) — 0°f (x )>dtds
- axa YT T Hray DY
2

0

81‘8

<e solange [&|+|n|<d

121
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dasundt <1

1 .1
< / / edtds
o Jo

——

€

e

Beispiel 9.10: Dass die Stetigkeit eine zwingende Voraussetzung fiir die Vertauschbarkeit ist,
zeigt dieses Beispiel

Py—ay® 2 2 £
o 22 1y? T2yt #
Z, =

88%8); und 6‘2/28]; existieren {iberall, sind aber nicht stetig an der Stelle z = y = 0 Ausserdem gilt:
0% f o*f
0,0 0,0

BEMERKUNG:Wenn wir zwei partielle Ableitungen vertauschen kénnen, kénnen wir durch beliebig
langes kommutieren auch die Reihenfolge mehrerer Ableitungen vertauschen, sofern diese stetig
sind.

Definition: 2 € R"™ sei eine offene Teilmenge und f : @ — R™, I € N. f heisst | mal stetig
differenzierbar falls alle partiellen Ableitungen von f bis zur Ordnung [ existieren und stetig sind.

NoTATION: CH(Q,R™ := {f : Q — R™}. f ist [ mal stetig differenzierbar, f € C'.
Hohere partielle Ableitungen haben folgende Form: a1, ..., a, € Z, a; >0
aa1+---+anf

0 =
f(IL') 01210392 - ... - Ox,%n ($)
Da es nicht auf die Reihenfolge ankommt, sondern nur auf die Anzahl Ableitungen, kénnen wir

alle hoheren Ableitungen so schreiben.

8. Taylorsche Satz
Beispiel 9.11: f(x,y) = 2y

?(:ﬂ,y) = ka*~ty!
x
o f _
9p2 (@ Y) = kk - 12y
Fri
Nun héngt die Ableitung nicht mehr von z ab und wiirde im néchsten Schritt 0
ak+1
= Kly'~*
90y (z,y) Y
6k+lf
— = k!l
axkayk (J), y)

Allgemein ist die héchste Ableitung von Potenzfuktionen, die nicht 0 ist:
Gtk g

Oxykr - . Oy
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Wollen wir aus dieser Ableitung die urspriingliche Funktion rekonstruieren, so wissen wir

a(k‘l,kg ..... k‘n) 0
f( )(xlkl T kn) (A)

@) = "
Sei f ein Polynom in n Variablen vom Grade [. Das heisst, f ist eine Summe von Thermen der

Form (A), wobei der hichste die Ordnung [ hat, das heisst:

geeey

f(z) =co+ iz +caza + -+ cpzp
2 2
+ 11T + C1221%2 + -+ F Cp T,

3 3
T2+t oy

Um diesen langen Therm abzukiirzen, schreiben wir o = (a1, ..., ) wobei a; € Z, a; > 0 und

definieren:
o] ==a1 + -+ ay,

=Y,

Mit dieser Notation hat ein Polynom vom Grade [ mit n Variablen die Form:

fa)= 3 car® ()

aeN?
o] <t

Was sind die Koeffizienten ¢, wenn wir die partielle Ableitung (A) kennen? ky + -+ - + k,, <1

9k, kn) £(0)
l. . | . .
= 83311“ . .-~'a$nkn = klaa kn.Ckl - Chy
= L5 {0
arl ooy

Falls f die Form (x) hat, so gilt:
f(af) _ Z 8af(0) el

. . |
o<t [0S RN 0 770
Definition: Sei Q2 C R” eine offene Menge und f : Q — R™ [ mal stetig differenzierbar. Sei x € €.
Der Taylorpolynom von f an der Stelle x mit Ordnung [ ist:
0 f(x)
Tl — «
( If)(g) z:c»q!'...'an!f
o] <t
BEMERKUNG: Falls f ein Polynom der Ordnung [ ist, so gilt

flz+€) = (T.f) (©)
Beispiel 9.12: f(z1,22,23) = 71 + 22 + 2]x323
Satz 49: Sei f € CFL(Q,R™), x +t£ € Q, Vt € {0,1}.
f(x) o [ 0“f(z) o
fla+8 - 7%!.”..%!5 _/O (1_t)llc;l—aﬂi---"an’(ﬂtf)g dt

lo| <t
BEMERKUNG: Wenn f ein Polynom der Ordnung [ ist, dann ist jede Ableitung grosser [ 4+ 1 gleich
0, deshalb macht der Ausdruck Sinn.
Beweis: Ist recht einfach da:

(1) Wenn die geltende Dimension 1 ist, dann gilt Lemma 25
(2) Wenn wir die Richtungsableitung betrachten, erhalten wir die Formel in Lemma 26 Seite

107.
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Lemma 25, Seite 107, liefert: f: R — R

l

1
Jlore= / S i O pe0 o 4 se)cla

=0 0

Lemma 26 liefert: f: Q+— R, QCR™ fecC. =Vke{0,1,...,1} gilt:

k
. fla+t6) =Y #!'Wf(x)g"

dtk !
t=0 la|=k
Wenn £ =1
d - Of
1l Jer = ; Py (@S

Das heisst, fiir £ = 1 ist Lemma 26 erfiillt. Wir nehmen also an, der Satz gilt fiir £ — 1

k _
. f($+t§):% Z %W‘f@)ﬁa

dtk cag!
t=0 la|=k—1 "

Durch mehrmaliges ableiten erhalten wir
n 8 N

— |
En 1)' 'aa—i-el,f(x)ga—i-ey

124

| ko1 =1 IR e 79
Dabei gilt: e, = (0,...,0,1,0,...,0), 8= (01,...,0n)
o K (k) (k—1)!
P=led b e B0 T B0 B T B BB = 1)

Es gilt also:

n

n— a-+te, a+te,
Zm 8+ f@)e Zﬂl -+ B!

ja=k—1 =1
und

3] = nd? f(x)¢”
Satz 50 (Taylorreihe): [vss-260102 Sei f € C!T! (Q,R™). 2 +t£ € QVt e (0,1), =

fla+& - ﬁaaf(x)fw

= L Q!
1
1
= I+1)(1—¢t)t- S to)ede
/0(+ J(1-1) a§+la1!-...~an! fla+1€)€

Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir die zwei folgenden Lemmata.

Lemma 30: Es gilt:

d* k!
@f@*‘tf) =y ﬁaaf(x)fa

|| =k
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Lemma 31: Wir setzen die Dimension n = 1. Sei C'*! 5 u : R — R, dann gilt
l 1 1
1 1—t
u) =Y @) ot = [y (e
Pt k! 0 !
Dies ist ein Spezialfall der Taylorreihe fiir den Fall, dass die Dimension 1 ist.

Beweis (Satz 50): Wie folgt nun der Satz aus den Lemmata 30 und 31?7 Um diese zu verwenden,
sei u(t) := f(z +t£) und y = x + t&, dann gilt ndmlich:

flz+§) - I;l ma f(x)™ = f(m(t £) *kz:;) l}_:k ma f(x)§
- uw(l
Lu(k) (0)
Nach Lemma 30
l
=u(l) — Z %u(k)(())
k=0’

Nun sehen wir uns Lemma 31 an und setzen y = 1
1 l
1—1t
= / #u(”l)(t)dt
0 l.
Lemma 30 fiir &k =1 + 1 liefert
1 l
(1 - t) (l + 1)' o o

Q.. X
|a|=1+1

Mit dem Rauskiirzen von ! haben wir den Satz bewiesen. Uns bleibt nun noch, die Lemmata 30
und 31 zu beweisen.

Beweis (Lemma 30): Fiir £ =1 gilt
—~ Ot
fle+te) =) 7o

t=0 i=1
=> 0" f(x)E
=1

Wobei gilt €& = &% - ... - £, &€= (&1,...,&n), |al =(0,...,0,1,0,...,0) = e,. Daraus folgt:
olelf

0x19 - ... Qxp,n

dt

()&

O f(x) = 0% f(x) :=

of
- axy (.’,U)
Die urspriingliche Rechnung setzt sich also wie folgt fort:
1!

. flz+t8) = |Z1 maaf(x)fa

dt

Mit Hilfe der Induktion zeigen wir nun, dass Lemma 30 auch fiir £ > 2 gilt. Dazu nehmen wir an,
es sei fiir £ — 1 bewiesen.

a* d k-1

ar t:Of(x‘*‘tf) R tzof(x‘th)Wf(x‘f‘tf)
_ d (k;_l)' « @
Todt 041!~...~04n!8 Fle+16)¢

=0 |q|=k—1
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x in Richtung von ¢ abgeleitet

-y Z (g0mr@) e

=1

= > B e e

:1a1!-...~an!

)
Il
=
|
—
N

Nun gilt aber
a=(ag,...,an) e, =(0,...,0,1,0,...,0)
a+te, = (..., a0+ L, ... ap)
Aus 9% koénnen wir verschiedene 8 konstruieren, z.B.

b1 = (3,7,4,8,1) = a1+e = (4,7,4,8,1)
B3 = (4,7,3,8,1) az 4+ ey = (4,7,4,8,1)

Oder allgemein

B= 5y By Bn)+(0,...,1,...,0)

= (ﬁ - 6,,) +ey
——

[e3

Die urspriingliche Rechnung fortgesetzt:

k —
| fer=X | ¥ S erwe

!
t=0 1B1=k \a+e, =g "

Wir miissen nun zeigen:

k-1 K
2 arl - anl Bl

a+te, =03
Dann gilt
k!
= 07 f (x)&”
L?Z_k /61' ﬂn'
Wir zeigen also 81 > 0, B2 > 0,...
(k-1 (k—1)! (k—1)! (k—1)!
an;:ﬂOéﬂ'...-an! (B = D)B! L B! +51!(52—1)!~...-ﬂn! + +51!'~-~'(ﬂn—1)!
k—1)!
Zﬁ Pr+Pa+-+ 0y
B k! '
B By

Beweis (Lemma 31): Fiir den Fall [ = 1:

u(y) — u(0) = / o (ty)ydt

1
d
= /0 Eu(ty)dt
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Fundamentalsatz der Integral- und Differenzialrechnung fiir [ = 1
1
u(y) = u(0) ~ 'Oy = [ ()~ ' (0)) -ty
0
1 1 d
= —/(sy ds) dt -y
o (e
1 1 g2 ,
= —(sy)y ds) dt
| (] &

Wir sehen uns das Gebiet an, 0 < s < t < 1 Der Satz von Fubiny, siche 20 Seite 165, liefert
folgenden Satz

1 pt=1 1 pt=1
/ / ...dsdt:/ / ...dtds
o Jo 0 Js

Also gilt

aly) = u0) = 'Oy = [ (1= (s

Um die Taylorreihe besser zu verstehen, betrachten wir nur £¢. Es gilt

1
[asna—nt Y o e < e

apl ...
|a]=1+1

Korollar 17: f € C*1(Q,R™). Sei z € Q, v > 0, dann gilt

B, ={yeR"(y—z)<r}CQ
=3Jec>0VEER €] <7

f(37+£)_ Z 011!'...

lal<t

Wiéihle ¢ := sup,cp, (a)

1 (6%
> Wl <0

|| <i+1

‘§a| = ‘510(1 et §7Lan|

<laly -Gl
<[
< ‘€|a1+'”+0¢n

+1
=g

Da Satz 50 gilt:

1
Lsg/ I+ 1)1 =t ele " at
0

!
= cl¢'H!
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9. Taylorpolynom der Ordnung 2

Sei f:Q —R™
1
2 _ « «@
(T, )€ = Z ma f(z)¢
|| <2
= f(z)
laf =1

=10+ 3 5, 06

Fiir das letzte Glied existieren zwei Fille, o; = 2:

of 10°f
B, (z)& + ga—zlg(ﬂ?)fg

und o = (0,...,1,0,...,0,1,0,...), a; = L,a; = 1:

1., 0*f "L 0f " 19%f
1 Ga0g; 66 = 1@+ X 5 @6+ 3 g a (e +
n 6f 1 n 82f
= f(z) + ; o (@)& + 3 Zl 3 23%( )&k
(T21)(6) = F@)Af ()6 + 30 () (6 €)
Wir haben
1« 0%f -
5 = (91171(91'] (x)glé-] d2f(1')(§,£)
definiert. Aus dem Korollar folgt:
I =0 |flz+8&) - fl@)] < cl¢
L= 1 e+ &) = J@) —df ()] < clef?
L= 2 1w+ 1) - af) - 3E@EO| < el
f:Q—-=R
0% f .
M(IJ)GR Z,]—l,...,’l’b

10. Die Hessesche Normalform

Die Hessesche Normalform wird definiert als:

8% f 9% f

Ox10x1 (I) T Ox10x, (:ZZ)
@’ f(z) = : :
8% f 8% f

Ox,0x (J?) e 0L, Oxy, (Z‘)

Diese Matrix ist symmetrisch und in R™*". Wir schreiben

(02 @)e) = 3 Fod (@

fect
fec?

fec?

128
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11. Extremalaufgaben

(vaa-290402) Sei f(x1,...,2,) € R eine Funktion f(z1,...,2,) =27 + 2% + -+ 22. Dann ist z = 0
ein globales Minimum von f, denn f(z) > f(0), Vz € R

Definition: Sei 2 C R" eine offene Teilmenge und f : 2 — R eine Funktion. Ein Punkt x €
heisst lokales Minimum von f, falls es ein € > 0 gibt, so dass Vy € R"
ly—a[ <e=yeQund f(y) > f(x)

Beispiel 9.13: Die Definition lidsst sich auch schreiben als B.(z) = {y € R"||y — z| < £} daraus
folgt B.(z) € Q, ming_(,) = f(x)

Satz 51: Sei f : Q — R eine stetig differenzierbare Funktion und z € Q eine lokales Minimum
von f, daraus folgt

of
Bxi

(x)=0 i=1,...,n

das heisst

#@:(%%@ww§£@>:0

Mit V f(x) bezeichnen wir den Gradienten von f an der Stelle z, er ist definiert als

2@

oz
Vi@ =| & |=0
()

Oz
Beweis: Sei £ € R™ ein Richtungsvektor wobei [§| =1 und f(z +t§) > f(x) Vt € (—¢,e). (Wobei
€ gewdhlt ist wie in der Definition).

te(—ee) =t =1t|-[¢f <e
=z +t€ € Be(x)

fla+tf) = 0

: JE—
dt];—o

Beispiel 9.14: Sei f(x,y) = cos(x + 2y) + cos(2z + 3y)

g_i = —sin(x + 2y) — 2sin(2z + 3y) =0
of : .
5y = —2sin(z + 2y) — 3sin(2z + 3y) =0

= sin(x + 2y) = 0, sin(2z + 3y) = 0. Daraus folgt:

r+2yenl=zxenl
20+ 3y el =y €7l

Wir erhalten also vier verschiedene Losungen

= 0 y = 0 f0,0 P
x = 7y = 0 f(mr,0) = 0
x = 0 y = 7 fOmr) = 0
x = 7y = w flmm) = =2
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Beispiel 9.15: Aus der Analysis 1* ist uns folgende Formel bekannt
1 1 1 1
—+-=1=ay < —aP+ -y
p q p q

Wir definierten also
1 1
flay) = -2+ —y? —ay > 0
p q
Das heisst, f(x,y) = 0 ist ein globales Minimum.

Definition: Ein Punkt z € R" heisst kritischer Punkt von f € C1(Q), falls

of
6xi

(x)=0 i=1,...,n

BEMERKUNG: Wenn z ein lokales Minimum ist, so ist  auch ein kritischer Punkt. Die Umkehrung
gilt jedoch nicht.

"L of 1« 0*f
T2f(¢) = i 3
i=1 i,j=1
x ist krit. 0 Pkt Hessesche
Wir definieren die zweite Ableitung durch
i i
3Z13I1 (1’) T amlazn (x)
R™" 3 A:=d*f(z) = : :
0% f 0% f
Ox, 011 (I) Y 9z, 0zn (I)

dann gllt A= AT, A= (aij)ivjzl, AT = (aﬁ)l—7j:1

Beweis:
0% f
B 83:‘83:] (SL’) = i

Definition: Sei A = A7 € R"X" eine symmetrische Matrix. A heisst positiv definiert, falls

aij

§1 C11151 + -+ alngn
(& AE) = < R : >
gn an1£1 +---+ anngn

= > Gyt

i,j=1

>0 V€ € R\ {0}

Also kénnen wir schreiben
1

T7f(€) = fz)df(x)€ + 3 (& f(x)€)
Satz 52: Sei f € C3(Q) eine Funktion und z € Q ein kritischer Punkt von f. Sei weiter d*f(z)
positiv definiert. = z ist ein lokales Minimum von f.
Beweis: (1) A= AT € R™*" positiv definiert, = 3§ > 0, so dass

(€.4¢) =41¢ VEER"

5 1= inf{(¢, A€ |€ € R™,[¢| = 1} > 0

*Lemma 2, Seite 10



11. EXTREMALAUFGABEN 131

Sei K := {£ € R"||{| = 1} eine abgeschlossene, beschrénkte Menge und h : K +— R eine
Funktion wobei h(§) = (£, A¢), = T & € K so dass h(&) < h(€),VE e K. £ € R"\{0}

= é—l eK
= (). Af = T (649 2
= (€, 48) > 5 [¢)*
(2) d®f(x) ist positiv definiert, = 3§ > 0, so dass
(& d*f(2)e) = o1&l VEER
(3) I3r>0,3¢>0,so0 dass
[fle+6) -T2 < cle VEER™ [ <7

(Da f € C3(Q2))
flz+8) = fl@) +df(@)E+ <£ d*f(2)€) + [l +€) = T2 f(€)
> f(o) + 3 (€ A F@)€) — clef

falls |£] < r

—f@)+ (5~ cld) 7 > 1@

falls |¢] < 2
(4) Falls [£] < rund [¢] < % so gilt

fla+8) > fz)

-l

Beispiel 9.16: Sei f(x,y) = %(w +1? —ay) — 2% — y? eine Funktion, die fiir grosse  und y stark
negativ wird, deshalb ist f(0) = 0 auch kein globales Minimum. Wir wollen aber zeigen, dass es
ein lokales Minimum ist.

Wir haben die Gleichung 22 + 4% — zy = %w2 + %yz + %(aj — )2 was immer grosser 0 ist. Deshalb
ist die Matrix positiv definiert

((5).10) (7)) =€ +n" —&n
BEMERKUNG: Die Matrix d?f(x,y) ist genau dann positiv wenn gilt:
(i) 55 >0
(ii) g%{ (83«8;;) > 0, dass heisst, det(d®f) >0

Beispiel 9.17: f (z,y) = zy, x = y = 0 ist kritischer Punkt und kein lokales Minimum da

&y = (0 é)

nicht positiv definiert ist, was sich mit der Bemerkung 2 einfach zeigen lisst: 0-0 — 12 % 0
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BEMERKUNG: Sei
aip - QAip
A=| L =AT
ani  Gpn
Positiv definiert <
air o Qg
det | : >0 Vi=12,....n
aji v 4
12. Mittelwertsatz fiir h6here Dimensionen

Satz 53 (Mittelwertsatz): Sei f € C1(Q,R™), Q C R™ offen, K C Q kompakt = 3 ¢ > 0
Va,ye K

[f(@) = f(y)l < clz -y
Beweis: Mit Hilfe des Korollars 17, Seite 127: Vo € K, 3e(z) > 0 3 ¢(x) > 0, so dass
€l <e(@) = |f(z+ &) — f2)] <c(x) [¢]

Lokal ist dies schon definiert. Wir nehmen an, die Annahme sei falsch, =V k € N 3 x4, yr € K so
dass

|f(r) = flye)| > ko — yil

Daraus folgt 3 Teilfolgen xy, — x, yr, — vy, da K kompakt ist. Ausserdem existiert ein C' > 0, so
dass |f(z)| < C,V z € K. Daraus folgt

ok =yl < 7 1F(en) = Fl)

(f ()l + £ (yw)]) <= =0

IA
==

weshalb

lim y,, = lim x, =
i oo

71— 00

Falls i gross genug ist, so gilt |y, — x|,|zk, — x| < e(x) also
[f(yr: = f(@)] < (@) |yn, — =
|f (k= f(2)] < e(@) an, — ]

und somit

[vas-030502] Sei 2 C R™ eine Teilmenge und f :  — R eine C* Funktion. Dann gilt
(1) « € Q kritischer Punkt von f was aus Defintion bedeutet df () = 0 und somit
of
Ox;
(2) x € Q lokales Minimum von f € C* = x ist kritischer Punkt von f

(3)

< 20(1') |yk1 — Tk,

(x)=0 i=1,...,n

fec?
df (z) =0 z ist lokales Minimum
d? f(z) positiv definiert

Beispiel 9.18: f(z1,22) = 2] + 23, df(x) = 0, d*f(z) = 0, also ist # = 0 ein lokales
Minimum.
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ABBILDUNG 1. f(xy,10) = o + 35

(a) Beispiel 9.20 (b) Beispiel 9.21

(4) z € Q lokales Maximum, f € C' = z ist kritischer Punkt.
Beispiel 9.19: f(z) = — |z
(5)

fec?
df(x) =0 x ist lokales Maximum
d? f(x) negativ definiert

A= AT € R"*™ heisst negativ definiert wenn
(& Ag) <0 v ¢ e R"\{0}
Beispiel 9.20: f(z,y) = —2? — 3% + 2y® + 2* + 27

e =3 5)
((5).A(5) =20 —2(n)°

Der quadratische Teil dominiert die Umgebung um 0.

Beispiel 9.21: f(z,y) = (z* — y?). Der Punkt (0,0) ist kritisch.

ero=(y °)

ist weder positiv noch negativ definiert. Solch einen Punkt nennt man Sattelpunkt.

Satz 54: ohne Beweis Sei A = AT € R™ " eine symmetrische Matrix = 3 ¢ € R™" so dass
det(¢) # 0 und

0 0
()
0 171
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Eine solche Matrix, deren Diagonalelemente len, —len und Oen sind und die die restlichen Elemente
0 sind, nennt man Diagonalform.

BEMERKUNG: Die Anzahl der len, —len und Oen héngt nicht von ¢ ab.
Beispiel 9.22: f(x,y) = a2y

PI0) = (9h) =4
Seien \; Eigenwerte, d.h. Ae; = Aje1, Aeg = Aaen

er=(H=M=1 62:(,11):>)\2:—1
also ist ¢

¢= (} _11)

¢TA¢ = ((2) —02>

Dividieren von ¢ durch v/2 ergibt

_ (10
= (o)
Beispiel 9.23: f(x,y,z) =2y +yz + zx, df(0) =0
2 _ 011
¢50) = (14})

Ist diese Matrix positiv definiert? Antwort: Nein, da det; = 0, dety = negativ.
Wie viele —len? det A =2

det(¢” Ap) = det ¢” - det A - det ¢

= (det A) - (det ¢)® > 0
2 >0

¢T A¢p = Diagonalmatrix der dim 3, wobei

(1) Die Diagonalmatrix enthélt keine 0 auf der Diagonalen.
(2) Die Diagonale enthélt eine ungerade Anzahl —len fithrt zu negativ definiert, was ein
Widerspruch wire. Wir erhalten also
= Die Diagonale enthilt eine gerade Anzahl —1len
= Sie enthélt null —len oder zwei —1en.
= Die Diagonalmatrix ist nicht positiv definiert, deshalb enthélt sie nicht null —len
Daraus folgt:

o= (44 5)

3
n| =vle
¢
Das heisst Av = —v
ZUSAMMENFASSUNG:
keine Oen nur len = Minimum
keine Oen nur —len = Maximum
keine 0Oen gemischt —len und len = Sattelpunkt

Definition: Sei f: Q — R eine C? Funktion und sei 2 € Q ein kritischer Punkt von f.

(i) Ein Punkt z wird nicht degeneriert genannt, falls keine Nullen in der Diagonalform auf-
treten, d.h. det (d?f(z)) # 0
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(ii) Sei x ein nicht degenerierter kritischer Punkt von f. Sei ¢ € R™ "™ so gewihlt dass
dTd? f(x)¢ die Gestalt

0 0
1
-1
1
0 -1

hat. Dann nennen wir die Anzahl der —len in dieser Diagonalform den Index von x.
Notation:

pr(z) = Index des kritischen Punktes = von f

Beispiel 9.24 (Standart-):

2 2 2 2
flar,. xn) =—af — —a2 +a 42l

Lemma 32 (Morse): ohne Beweis Sei Q € R™ offen, f € C°°(Q) eine Funktion, =y € €2 ein nicht
degenerierter Punkt mit Index py(zo) = m. = f ldsst sich durch Koordinatenwechsel in der Nihe
von x¢ in die Normalform

£, )= =2+ 4+ &

iiberfiithren.

Was ist ein Koordinatenwechsel? Es ist eine Abbildung die es uns erlaubt, die Koordinaten
Z1,...,T, zu verandern in eine Form, dass die Abbildung bijektiv und in beide Richtungen ableit-
bar ist.

Definition: Seien U,V € R" zwei offene Mengen. Eine Abbildung f : U — V heisst C' Diffeo-
morphismus, wenn gilt:

(1) f ist bijektiv

(2) f ist stetig differenzierbar

(3) f~1!ist stetig differenzierbar

Das MORSE LEMMA ,,REVISITED“: 3 offene Menge U € 2 so dass g € U, 3 offene Menge
V € R" so dass 0 € V, 3 ein Diffeomorphismus ¢ : U — V

Fle™ W) == = —Ym T Ympr T+
Beispiel 9.25: U =R, V = (0, ).
flx) =€ [ y) =ny

ist ein Diffeomorphismus
Beispiel 9.26: U =V =R, f(x) =23
(1) f bijektiv v
(2) f differenzierbar v/
(3) = =y'/? nicht differenzierbar in 0

Das heisst, f(z) = 2® ist kein Diffeomorphismus.

Lemma 33: Seien U,V € R" offen. Sei f : U — V ein C' Diffeomorphismus. = det (df (z)) # 0
Vezel.
-1

d(f ) = df (f (W) Vyev
f invertierbar bedeutet, die Jacobi Matriz ist invertierbar.

Beweis: f_l(f(x)) = z. Da beide Funktionen f und f~! differenzierbar sind, kénnen wir die
Kettenregel anwenden.

df 1 (F(2)) - d(f(w) =1
= df M (f(2) = df ()"
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Beispiel 9.27: U = {z e R"||z| < 1}, V =R"

flz) = % Jdifferenzierbar

Vo

Ist f bijektiv?

= fla)= ——
! V-]
o = L
1 Jaf?
2
= p? =
1 o]
= Wl = 2y = |of
B e e |
= 1+ A1 —|zP) = 1
= z = y-/1— |z
1+ [y
= 'y

f~1:V — U = C> Diffeomorphismus
Beispiel 9.28: U =V = R?\{(0,0)}. Die Funktion

_(-*r 7Y
f(x7y)_ <x2+y27$2+y2>

ist C'°°. Wenn wir sie komplex ausdriicken, z = x + iy, erhalten wir
z 1

= f'of=id, = f' = f, = Diffeomorphismus.
Beispiel 9.29: Seien

U={zeCS(z) >0} V={CeC||(| <1}
zwei Mengen und
z—1
(=10 =

eine Funktion. Diese Funktion bildet die obere Halbebene auf der Einheitsscheibe ab (siehe kom-
plexe Analysis) S(z) >0 = |f(2)| <1

((z+i)=2z—-1
U |
=it =170

Satz 55 (Inverse Funktionen): [vss-os0502] Sei €2 C R™ eine offene Teilmenge und f : @ — R”
eine Funktion. f sei stetig differenzierbar. Sei g € 2 so dass

det (df (z0)) # 0
Das heisst 3 eine offene Menge U C €2, so dass o € U und V := f(U) ebenfalls offen ist und
flu:U—=V

=z

ein C''-Diffeomorphismus.

Beispiel 9.30: n =1, f(z) =sinx, 2o = 0, f/(0) = cos0 = 1 # 0. Da die Funktion injektiv sein
muss, muss U = (—7/2,7/2) — V = (—1,1).
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V(Bs) A
Bé e /\ Atp(Bjs) offen

bijektiv C''-Diffeo

\/ | N
N . Dijektiv C'-Diffeo offen 2

Beispiel 9.31: f(z) = 2%, 19 = ¢, f'(¢) = 2¢ # 0. f’ kann sehr klein werden, wenn & auch sehr
klein wird. Sei U = (0,2¢), V = (0,4e?) und f: U — V

Fiir den Beweis des Satzes geniigt es, sich auf den Spezialfall f/(0) = id zu beschrinken, was
folgendes Lemma aussagt.

Lemma 34: Wir bezeichnen B, = {z € R"||z| < r}, By(z9) = {# € R"||x —x¢| < r}. Es sei
Y : B, — R" eine C'—Funktion, so dass ¥(0) = 0 und

dg(a) 1] < 5 Voe B,

Daraus folgt
(1) % injektiv
(2) B2 CY(B,) C By,
(3) ( r) ist offen
4) ¢ ¥(B,) — B, ist stetig differenzierbar und
_ _ ~1
dy~(y) = d (v ()
Aus dem Lemma 34 folgt der Satz 55.

Beweis: Annahme: 2o = 0, yo = 0. f(0) = 0. Sei A := df(0) € R. Nach Voraussetzung ist

det(A) # 0, = A~ existiert. Wir definieren () := 1f( )
dip(z) — 1= A~ Vdf (x) — 1
THdf (@) - 4)

“H(df (x) — df(0))

Wenn jetzt zum Beispiel

B 1
© T 21A
dann gibt es, da f C! ist, ein § > 0, so dass
1
2| <6 = |df (z) — f(0)] < m
= |dip(z) — 1| < |[A7H |df (x) — f(0)]
——_— ——
<TaT]
L
2

Aus Lemma 34 mit r = § folgt (Bs) ist offen und ¥ : Bs — 1(B;s) ist ein Diffeomorphismus.
f(z) = Ay(z)
FHy) =¢H(A™y)
Sei U := Bs und V := A(Bs)
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B,

Y

ABBILDUNG 2. Bild zur Behauptung 1

Beweis (Lemma 34): Sei ¢(z) :=  —¢(z) und ¢ : B, — R"™. Wenn wir uns die Jacobimatrix
ansehen

|dop(z)| < YV x € B,

Weiter gilt

|p(x1) — ¢(w0)| = /O dp(xo + t(x1 — 20)) - (21 — xo)dt

1
< / |[dp(zo + t(x1 — x0))| dt |21 — x0]
0

<

=

<1| |
—|T1 — T
=9 1 0

Daraus folgt
|¢(x1) — p(z0)]|

|z1 — @(x1) — w0 + P(20)]
|z1 — @0 + |p(21) — ¢(z0)|

IN

IN

5 |z1 — o]
Das heisst
1
|9(z1) — ¢(w0)| > |21 — w0| — |P(21) — P(20)| > 3 |1 — o

Zusammengefasst also V 1,29 € B, gilt

1
5 |1 — wo| < [(21) — d(w0)]
< 2 “’El — SU()‘

Wenn zy und 1 gleich wéren, wire die Ungleichung nicht erfiillt, also ist v injektiv. Ausserdem
folgt auch 1(B,.) C Ba,. Damit ist 1 und 3 v".

BEHAUPTUNG 1:| B,/ C ¢(B,) | Sieche Abbildung Gebeben sei y € R" so dass

Iyl <3
=3
Gesucht ist ein € R™, so dass || < r, ¥(z) = y. ¢(x) =z — (z)
y=1v@)=z—-9¢@) @) +y==z
Sei
.
£E=5 ly| >0

und

K={zeR"||z|<r—¢e}=B,_



13. BANACHSCHER FIXPUNKTSATZ

K ist abgeschlossen. Sei f : K — R"™ definiert durch
f(@) =y +o(x)
Folgendes gilt
(1) xeK,:>\m|§y—5.:>
[f(@)| = |o(z) =yl
[¢(x) — ¢(0)] + |yl

A IA
|
8
_|_
=

IA
|
3
|
NI
+
|
|
™

Das heisst f(z) € K
(2) | [f(z1) = fzo)| < 5 w1 — o] |V 2,21 € K

(1) = f(zo) = |¢(x1) = ¢(0)]

—|T1 — &
2 1 0

13. Banachscher Fixpunktsatz

139

Satz 56 (Banachscher Fixpunktsatz): Sei K C R™ abgeschlossen und f : K — K eine stetige,

kontrahierende Funktion. Sei o« € R, 0 < v < 1 so dass
|f(z1) = f(@o)| < avlwy — o Vi, € K
Daraus folgt, es existiert genau ein Punkt zg € K, so dass

f(zo) = 20
Aus 1 und 2 folgt der Banachsche Fixpunkt Satz. f hat einen Fixpunkt x € K

z=[f(z) =y+ o)

Damit ist auch Punkt 2 des Lemmas 34 bewiesen.

BEHAUPTUNG 3: | ¢(B,.) offen | Sei yg € ¥(B,.), sel xg € B, so dass

Y(z0) = Yo
Wiéhle € := r — |xo| > 0. Dann gilt B.(z) C B,

2 B.>((w0) T (Be(w0)) < w(By)

Beweis (von *): 2. anwenden auf f

po(x) :== P(xo + ) + (x0)



13. BANACHSCHER FIXPUNKTSATZ 140

BEHAUPTUNG 4: ‘ ¥~ ist differenzierbar | Sei yo € ¥(B,) und x¢ := ¥ ~(yo) und A = dip(z0) €
R™*™ Warum ist A invertierbar? M

a-1<i
2
Daraus folgt, man kann die Inverse hinschreiben als geometrische Reihe.
oo
AT =3 "(1- A
k=0

Die Reihe konvergiert absolut.
1
k
(1= Ak <1 - Al = ok

ausserdem
A-Z(n-A)’f:A(HZ(n—A)’f)
k=0 k=1

:A+i(A—1)(1—A)k+i(1—A)k

k=1 k=1

=A-> (1-AF+> (1 -A)F
k=2 k=1
=A+1-A=1
Daraus folgt
AT =31 - A
k=0

(AT =) (=AY
k=0
— 1
<> oF
k=0
Sei e > 0. Da ¢ differenzierbar 3 § > 0 so dass |z — zg| < 20, =
€
[¥(2) = d(@o) — Alz — z0)| < 7 |z — o
Wiihle § so klein, dass Bs(yo) C ¥(B,.). Sei |y — yo| < 6 und x := 9~ (y). =
|z — xo| < 2[¥(x) —¥(x0)| = 2(y —yo) <20
v (y) = (o) — Ay —wo)| = | — m0 — A7 (Y(x) — (x0))]

= |A_1(A(9U — x0) + V(o) — ¥(x))]
< 20p(x) — (o) — A(z — 20)]
€
< Z |y —
=5 |y yo|
[var-130502] Sei ai € R so dass
\ak| < 9~k

Warum konvergiert die Reihe

oo
E Qg ?
k=1
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Sei
Ty = Zak
k=1
Dann gilt Ve > 0, 3ng, Vn > ng

| Ty — Zny| < €

Definition: Eine Folge z1,x5,... in R™ heisst Cauchyfolge, wenn sie folgende Bedingung erfiillt:
Ve>03dkyeNVEIeEN

k> ko= log —x] <e

Fiir unser Beispiel erhalten wir

l k
Ty — T = E aj — E aj
j=1 k=1

l

= E a’j
j=k+1
l

< > ayl

j=k+1

l
< Z 277 < 27k

j=k+1

es ist also eine Cauchyfolge.
Satz 57: Jede Cauchyfolge in R™ konvergiert.

Beweis: Wir miissen zeigen

(1) Jede Cauchyfolge ist beschrénkt

(2) Jede beschriinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge

(3) Jede Cauchyfolge, die eine konvergente Teilfolge besitzt, konvergiert
(1)

1) Wahle ein kg, so dass V k > kg gilt
|2 — @k <1
Daraus folgt
k] < ko] + |2k — T
< gy | +1

Sel ¢ := maxi<j<k, |z;| + 1, daraus folgt V& € N |z| < ¢

(2) Bewiesen durch den Satz von Bolzano Weierstrass.

(3) Nehmen wir an, dass x € R™ eine Cauchy Folge ist und eine konvergente Teilfolge x,
besitzt. Sei

x = limxy,

Sei weiter € > 0. W&hle nun ein igp € N, so dass Vi € N gilt
€

2

Wihle weiter ein kg, so dass V k,l € N gilt

i2i0:>‘l‘ki—$|<

g
k1> ko = o — il < 5
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ABBILDUNG 3. Kontraktion

Daraus folgt V k& > kg gilt: Wéhle ein ¢ € N so dass k; > ko und @ > i

|z — x| = |x — xp, + zp, — Tk
< o=, | + |2k, — o
<5+5
Cat
-2 2

Manchmal ist es niitzlich, statt die Konvergenz einer Folge die Existenz einer Cauchy Folge zu
zeigen.

BEMERKUNG: Die Definition einer Cauchyfolge ldsst sich auf beliebige metrische Raume iibertra-
gen.

ERRINNERUNG: Ein metrischer Raum (X, d) mit d : X x X — [0, 00) erfiillt folgende Eigenschaften:

(1) d(z,y) = d(y,z)
(2) dz,y) =0 z=y
(3) d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2)

Mit der Definition des metrischen Raumes konnen wir auch sagen, z; € X heisst Cauchyfolge,
wenn Ve >0 3k; € Nsodass VEk,[eN gilt

k1> ko= d(zg,x;) <e

BEMERKUNG: Der Satz 57 gilt speziell fiir R", aber nicht im Komplexen.
Definition: Ein metrischer Raum X, heisst vollstdndig oder Banachraum, wenn jede Cauchyfolge

in X konvergiert.

Definition: Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung f : X — X heisst Kontraktion, wenn
es eine Zahl o € R gibt, sodass 0 <a<lund Vz,y € X

d(f(z), f(y)) < ad(z,y)

Satz 58 (Banachscher Fixpunktsatz): Kontraktionsprinzip Sei (X,d) ein nicht leerer,
vollstéindiger metrischer Raum und f : X — X eine Kontraktion. Dann gilt: f besitzt genau
einen Fixpunkt.

Beweis: EINDEUTIGKEIT: Seien zg, 1 € X so dass f(xg) = zo und f(x1) = x;. Dann gilt

d(zo,x1) = df(f(z0), f(21))
< ad(wo, 71)
= (1-a)d(xg,z1) < 0
>0 >0
d(zg,z1) = 0

=
= g = I
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ExisTENZ: Trick: Wir wéhlen einen Punkt in z und wenden f darauf an — 7, wir wenden f
auf 1 an — x5 und so weiter. Behauptung: Egal welchen Startpunkt wir wahlen, wir enden beim
Fixpunkt.

Sei zp € X. Wir definieren eine Folge x1, x3, x3, ... in X durch

z1 = f(zo)

Ty = f(x1) = f(f(ffo))

vy = 1 (1(7@0)) -
Behauptung: {xy},y ist eine Cauchyfolge.

d(z2,21) = d(f(21), f(x0)) < ad(z1,z0)
d(z3,22) = d(f(22), f(21)) < ad(z2,21) < o’d(z1, 30)
Durch Induktion folgt
d(Tpt1,2x) < ad(xp, TR—1)
< akd(acl, x0)

Seil > k. Die Definition des metrischen Raums erlaubt uns, & und [ zu tauschen ohne Beschréinkung
der Allgemeinheit. Die Dreiecksungleichung liefert:

d(xy, z) < d(z, z-1) + d(@i—1, z—2) + - - + d(Tht1, Tk)

-1
= d(xj41,75)
=k

-1
= Z o d(xy,x0)
j=k

k l
o — «
= d
T —dl1,x0)
k
«
< d
=1_a ($1,$o)

Sei e > 0. Wihle kg so dass

ako

- ad($1,$0) < e
Dann gilt fiir alle &,

1 >k>ky=dx,z,) <e
Das heisst {zy},cy ist eine Cauchyfolge. Da X vollstandig ist konvergiert xy. Sei

z= lim x, € X

k—o0

Daraus folgt
flx)y=f (klim xk)
Jede Kontraktion ist stetig, da man € = § setzen kann, also

= Jlim f(@x)

= lim zp41 =2 O
k—oo
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Beispiel 9.32: Sei X =R, das heisst
d(z,y) = [z —y|

X ist vollstandig und X # 0. Sei
f@)=zte

Wir erhalten

d(f(x), f(y)) = [f(z) = f(v)]
SgﬁéW@ﬂW—m
fo=1-¢*

Wir betrachten X’ = [0, 00), was auch eine vollstéindige Menge darstellt, womit 0 < f/(£) < 1, und
somit

! <1
;ggﬁ@ﬂ_

das heisst

[f(z) = f(y)| <z -yl
Die Funktion f hat keinen Fixpunkt, denn f(z) > z. Wieso ist unser Satz 58 nicht verletzt? Wir
haben

e cinen metrischen Raum der nicht leer ist
e cine vollstandige Teilmenge
e Eine Abbildung f des Raumes auf sich selbst.

Aber wir haben kein o < 1, somit ist f keine Kontraktion.

Beispiel 9.33: Sei X :=[0,1) und

1
fla) = 50 +2)
eine Funktion. f/(z) = 3, daraus folgt
1
[f(2) = fy)l < 5 |z —y]
womit f eine Kontraktion ist (a < %) Fiir den Fixpunkt gilt
flz) =
1 n x
272" "

voraus folgt, z i, =1 ¢ X, das heisst X ist nicht vollstandig.

14. Implizite Differentiation

(vas-170502] Sei f(x,y) = 23 +y> — 3axy = 0, a > 0 eine implizite Funktion wobei f(x¢,yo) = 0 und
V f(xo,y0) # 0 Frage: Gibt es eine explizite Funktion y = ¢(z), so dass in der Nihe von (z9,yo)
gilt

f(@,y) =0y =o(z)
Also folgt aus f(z,¢(x)) =0

d

_of of /
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Yo

To X

Die Kettenregel besagt, wenn f : R? = R, g: R — R?, z (ar, (b(x)), h=fog= f(91 (m),gg(x))
W' =01f(g1(x), 92(2)) - g1 () + Do f (g1 (2), g2(2)) - g3 ()

ERRINNERUNG: Wir unterscheiden

fla+& ¢ +8) - (f(=z,6(x))

H (. 0() = Jim

dx 13
of L e+ g (@) — (fa, (@)
a—xf(xv¢(x)) = ghi% ¢

Eine Notwendige Bedingung fiir die Existenz von ¢ ist

%(x0>y0) 7& 0

Unter der Annahme, dass V f(xo,y0) # 0, falls ¢ existiert, so gilt
5L (z, ¢(x))

In unserem Eingangsbeispiel also

¥ (@) =

% z izéir—y?;am?):aa?yo }:>y2:a$:>333—2a:ry20:>x2:2ay=>$= Via
Woraus folgt
€T = \?/Z - a
und da die Funktion f symmetrisch ist
Yy = \3/1 -a

Sei nun allgemein
fn(xlv' sy Ty Y1, 7yl)
eine Funktion in impliziter Form. Wir wollen y = ¢(z) finden, dazu brauchen wir | Gleichungen

fl(xly---7xk7yla""yl) =0

fl(xlw"axk:vyla"'ayl) =0

welche die Funktion implizit beschreiben.
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Yo

{(@,y)|f(z,y) =0}

ABBILDUNG 4. Satz iiber implizite Funktionen

NoTATION: Wir definieren

of ... oh on .. on
0z oxy, Y1 Y
0 o
a—f: : Do eRF und a—f: ; o RV
Yo Nen . on Yoo .. on
O oxy, oY1 oy

Abgekiirzt schreiben wir
R xR - R
df(z.y) = (3 (@), 5 (@.m)

Die Bedingung, die f erfiillen muss damit wir die Gleichung f(z,y) = 0 nach y auflosen kénnen ist

det (g—i(:c,y)) #0

Satz 59 (Implizite Funktionen): Sei 2 € R* x R! offen und f : Q — R! eine C'-Funktion. Sei
weiter (zg,yo) € 2 gegeben, so dass

det (%{;(x,yo)) #0

(Wir nehmen also nur die Spalten der Jacobimatrix, die zu y gehoren.) Das heisst 3 offene Menge
U C R*, V c R! und eine C'-Funktion ¢ : U — V, so dass folgendes gilt:

e xgclU,yeV

e UXxV e

eVaeU, VyeV: f(z,y) =0y =¢(x)
(Man konnte den Satz auch auf C2,C3, ...erweitern, d.h. f und ¢ sind C?, C?, ...Funktionen.)
Siehe Abb. J

Beweis: Man kann den Satz auf den Inversensatz (55) zuriickfithren. Die Funktion ist lokal in-
vertierbar wenn die Jacobi Determinante det # 0 ist, was bereits vorausgesetzt wurde. In unserem
Satz haben wir keine Moglichkeit, eine Umkehrfunktion zu bilden, da keine Abbildung eines Raum-
en in einen anderen der selben Dimension vorliegt. Wir miissen also unsere Funktion erweitern.
Wir erweitern unsere Funktion f zu einer Funktion

f:Q >R S RF

und definieren sie durch

£ (3)= ()
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statt « wire 0 die einfachste Moglichkeit, diese ist aber wegen der Bedingung det(:) # 0 nicht
zuliissig. Fiir dF () erhalten wir die Matrix

1 0 - 0:0 -+ 0
0 0 1.0 o 0
of1 of1 1 0fr df1
Ox1 dzy Oy Iy
Of ... .. hioh ... oh
Oz Oz . Oy oy

welche wir abkiirzen mit
dF(xo,y0) = ( 8_JX“ g)
ox oy

fiir die Determinante erhalten wir also
0
det (dF(zo,y0)) = det (%(%Jlo)) #0

was wir ja vorausgesetzt haben. Wenden wir nun den Inversensatz an, das heisst 3 W € ) offen,
so dass

(i) [zo,y0] € W
(ii) F(W) C RF x R ist offen
(iii) F: W — F(W) ist bijektiv und die Umkehrfunktion =1 : F(W) — W ist C*
Wir wéhlen
V. = B:(p) = {yeR'lly—ul<e}
U = Bs(w) = {z€ B(y)llr—mzo| <5}
so dass U x V. C W und

U x {0} € F(W) > (20,0) = F(20, o)

Um die eingefiihrten = wieder loszuwerden definieren wir die Projektion
7y = RF x R ma(z,y) =y
Wir betrachten die Funktion
U—-R':z— '/TQ(Fil(.r,O))
Wir wissen (zo,0) = F(zg,yo) also ist F~*(z0,0) = (z0,y0) und 72 (F~*(20,0)) = yo wodurch
To > Yo = Mo (F_l(mo, 0))
Nach Stetigkeitsvoraussetzung kénnen wir 4 so klein wéhlen dass
|z — x| <& = |m(F N (x,0) —yo)| <e
das heisst x € U = 7o (F~(z,0)) € V. Wir definieren ¢ : U — V durch
¢(x) == mo(F~(x,0))

Wenn wir U zu gross wihlen, kénnen wir immer noch ¢ auf U hinschreiben, aber das Bild liegt
nicht mehr in V.

Yo —— v
xg
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F~Y(,0) = (z,¢(x)), das heisst
f(z,0(x)) = f(F'(2,0))
my 0o F'= f also

=m0 FoF !(z0)
=m0 (x,0)
=0
Das Umgekehrte gilt auch, wir konne ¢ gar nicht anders wihlen. Sei x € U und y € V so dass
flz,y) =0
= (z,y) = F~'(2,0)
= y=¢(z)
= y=myo F 1(x,0)
=y=9¢( O
Satz 60 (Implizite): [vao-240502 Sei f : (z,y) € R? — R C! eine Funktion.
(1) %(xo,yo) # 0. Aus dem Inverse Funktionen Satz (55, S.136) folgt: Die Menge {(x,y)
R?|f(x,y) = c} ldsst sich lokal darstellen als Graph einer C' Funktion y = ¢(z).

f(zo,y0) = ¢
(2) %(xo, Yo) # 0, daraus folgt, die Menge {(x,y) € R?|f(z,y) = c} lisst sich lokal darstellen
als Graph einer C* Funktion z = ()

Definition: Eine Teilmenge C' C R? heisst glatte Kurve wenn es fiir jeden Punkt (zg,70) € zwei
offene Intervalle U,V C R gibt, so dass zg € U, yo € V und eine der folgenden Aussagen gilt

(1) 3C* Funktion ¢ : U — V so dass (z,y) € CN(U x V) &y = ¢(x)
(2) 3 C! Funktion ¢ : V — U so dass (z,y) € CN (U x V) &z =¢(y)

Definition: Sei Q € R" offen, sei f : Q& — R eine C! Funktion. Eine reelle Zahl ¢ € R heisst
reguliéirer Wert von f wenn V z € () folgendes gilt

f@)=C=Vf(z)#0

Satz 61 (Implizite Funktionen): Sei  C R? offen und f : @ — R eine C'' Funktion. Falls
¢ € R ein reguldrer Wert von f ist, so ist die Menge

F7He) = {(z,y) € Qf (x,y) = ¢}
eine glatte Kurve
Beispiel 9.34: f(x,y) = 23 + v — 3axy
V() = (3.9)
= (32” — 3ay, 3y* — 3azx)
=0

Daraus folgt, entweder ist x = @ und y = a oder x = 0 und y = 0 also (0,0) (a,a). Fiir die
Funktionswerte gilt: £(0,0) = 0, f(a,a) = —a®. Also sind

F710)
7 (=a)
keine glatte Kurve
Beispiel 9.35: f(z,y) = 2°
Vf(z.y) = (32°,0)
=0e2=0
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F7He) = {(c5,y)ly € R}
¢ = 0 kein reguléirer Wert. Dennoch ist f~!(c) eine glatte Kurve. Wieso?
Beispiel 9.36: f(x,y) = az? + by?

Vi(x,y) = (2ax,2by)

=02=0,y=0

f~1(c) Ellipse
Beispiel 9.37: f(x,y) = az? — by?

Vilr,y) =0 x=y=0
c € R regulirer Wert < ¢ # 0, f~1(0) keine glatte Kurve

15. Tangentialrdume

Definition: Sei C' C R? eine glatte Kurve und zg = (2¢,%o) € C. Der Tangentialraum von C an
der Stelle zg ist definiert als die Menge

T.,C :={¢ € R?| 3 C' Funktion 2 : (—¢,e) — R? : t — 2(t)}
so dass
(i) z(t) e C Vit
(i) 2(0) = 2o
(if) 2(0) = ¢
BEHAUPTUNG: T,,C ist ein 1 dimensionaler linearer Unterraum des R?, C' glatte Kurve, zg =
(z0,y0) € C, U, V offene Intervalle. xy € U, yp € V
Fall 1: CN (U xV) ={(z,y)lz € U,y = ¢(z)} yo = d(x0)
oy C = {(&m) € B2l = ¢/ (w0)€}
z(t) == (xo+t&, Pp(xo+1tE)) € C, —e < t < e. Wihlee > 0 so dass o+t € U,V t € (—¢,¢)
2(0) = (w0, #(z0))
(z0,%0) = 20

p=(§n) = 2(0) = (§¢'(x0)§), 2(t) = (x(t),y(t)) € C, 2(0) = 20
= z(t) e U x V fiir t klein
= y(t) = ¢(x(t)) fir ¢ klein
= 9(0) = ¢'(20)%(0)
2. Fall: N (U x V)= {(z,y)lz =)}, 20(¢(v0),v0) =
T.,C = {(&n) € R*|& = ¢/ (yo)n}

Lemma 35: Sei Q C R? offen. f : Q — R eine C'! Funktion. ¢ € R ein reguliirer Wert. C := f~1(c),
20 €c=T,,C=VFf(z)t=

{(5,77) €R? % (w0, y0)& + %(foayo)n = 0}
Beweis: C lokal = {(z,y) € U x V|y = ¢()} f(z,0(x)) = ¢, (2, 6(2)) + G (2, 6(2))¢' (x) = 0
af
¢'(z0) = — g (0, o)

g—i(ﬂfo,yo)
Sei (¢,1) € R? dann gilt (£,7) € T.,C < n = ¢'(20)¢ &

af
—Mf < %(mo,yoﬁ + g—z(%,yo)n =0

’rl =
g_g(x(h ZUO)
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Definition: [vio-270s02) Eine Teilmenge S C R3 heisst glatte Fliche, wenn es fiir jeden Punkt
xo = (o, , To,, Tos) € S zwei offene Mengen U C R?, V C R und eine C'-Funktion ¢ : U — V gibt
so dass eine der folgende 3 Aussagen gilt:

(i) (wo,,x0,) €U, z9, € Vund V (z1,22) e U, Va3 €V
(x1,29,23) € S & w3 = ¢(x1,22)

(i) (zo,,®o0,) €U, o, €V und V (z1,23) €U, Va2 €V
(x1,29,23) € S & w9 = (21, 23)

(iil) (20,,®0,) €U, g € V und V (z9,23) € U, V21 €V
(x1,22,23) €S & x1 = (a2, x3)

Der Tangentialraum von S an der Stelle zq ist definiert durch 7,5 = {¢ € R*/3 C' Funktion
(—e,e) = R3:t - x(t) sodass z(t) € S V¢, 2(0) = zg, #(0) = £}
BEMERKUNG 1: Wenn in der Definition von glatter Fliache an der Stelle z¢ der 1. Fall vorliegt:

z3(t) = o1 (t), w2(t))
Dann ist
{3 = d3(0) = g—i(l’ol,l’oz)& + g—i(xol,l’oz)&
Zusammenfassend sind also drei Tangentialriume moglich in R3
1. Fall: T,,,S = {£ € R3|& = 52 (w0,,70,)&1 + 2 (w0, %0, )2
2. Fall: T,,, 5 = {£ € R3|& = 22 (w0, m0,)61 + 22 (0, , T0, )E3
3. Fall: T,,S = {¢ € R3¢, = 22 (20, 20,)E1 + g—i(a:owa:%)ﬁg

8$2

BEMERKUNG 2: Der Tangentialraum 7S an eine glatte Fliche in R? ist stets ein 2dimensionaler
linearer Unterraum von R3.

Satz 62: Sei Q € R3 offen. Sei F': Q — R eine C''-Funktion. Sei ¢ € R ein regulirer Wert von F'.
Sei

S:=F )= {2z € QF(z)=c}
Daraus folgt, S ist eine glatte Kurve und

T.yS = VF(z0)*

Z{EERS

3
oF
; ()& = 0} Vo€ S

K2
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Beweis: Sei ¢ ein regulirer Wert, das heisst zp € S, das heisst VF(zg) =
(%(I0)7 g—i(zg), 8872(:00) # 0. Das heisst, mindestens einer der drei Komponenten muss un-
gleich 0 sein. Wenn z.B. die dritte Komponente ungleich null ist, dann gilt nach dem Inversen

Funktionen Satz (x1,x2) = x, x3 = y. Analoges gilt wenn die anderen zwei Komponenten 0 sind.
F(x1, 2, ¢(21,22)) = C
Durch Ableiten ergibt sich

F F
g—xl(m,@,(b(xl,b)) + g—%(ﬂ?hm,éb(xhw)) gi =0
- _8F/8x1£ _ 8F/6x2£
T OF/0xs”' OF[0ms>°
Daraus folgt
OF oF OF
8—33151 + 8_33252 + 8—1‘363 =0
Das heisst (L VF(x)
Beispiel 9.38: F(z) =22 + 23+ 23 =1
VF(z) = (2z1,212,2x3)
= VF(@&) = 0 VreF(1)
= 1 reguldrer Wert von F'
= S = F7'(1) = {x € R?||z| = 1} ist eine glatte Kurve

Wir verwenden
T,S = z+
= {¢ e R’|(z,€) = 0}
Beispiel 9.39: F(z,y,2) = 2y?2® = 1. VF(z,y,2) = (y?23,22y23,32y%2?), das heisst 1 ist re-
gulérer Wert, das heisst
S := F~1(1) ist eine glatte Kurve

Wir suchen einen Vektor (z,y,z) € R3 so dass folgendes gilt:
(i) (z,y,2) € S:2y?23 =1
(ii) (z,y,2)LT(5,y,-)S. Dies ist eine notwendige Bedingung, dass ein Punkt (x,y,z) € S den
Abstand zum (0,0, 0) minimiert, unter allen Punkten auf S.

Wir wissen, dass (z,y, 2) LT(,,y,.)S was wiederum = VF(z,y, 2)*t.
< (2,y,2)|VF(z,y,2)
< 3 ) € R so dass

1 = axy?28

z = 223
(%) _ 3

y = 2\ryz

z = 3Azy?2?

ry?2% = 1, aus (x) folgt damit
2 = A y? = 2\ 22 = 3\
Daraus folgt mit A > 0

= VA y = £V2X 2z = +V3)
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Also
1=A22)\(3)\)2
2 =21373
A=27537%

16. Extrema mit Nebenbedingungen

FRAGE: An welcher Stelle nimmt die Funktion
flay,z) =a” +y* +2°
ihr Minimum an unter der Nebenbedingung
F(z,y,2) =zy’2® =1
Sei Q € R” offen und f : Q — R eine C'-Funktion. Weiter haben wir
Fir:Q—R -+ F,:Q—R

PROBLEM: Wir wollen f(2) minimieren unter der Nebenbedingung

Fl(.lj) = C1,...,Fm(]}) = Cm

VORAUSSETZUNG: Sei ¢ = (cq,...,¢,) € R™ ein reguldrer Wert der Funktion

F=(F,..,F,):Q—R"
Das heisst ¥V z € Q und Fy(x) = ¢1,. .., Fpn(z) = ¢, gilt, die Gradienten
VFi(z),...,VE,(x)
sind linear unabhéngig.
BEMERKUNG: Wenn (¢, ..., ¢y,) ein regulirer Wert ist, dann folgt mit dem Inverse Funktionen
Satz
S=F1'c)={x cQFi(z)=c1,...,Fn(z) =cn}
ist eine glatte Fldche der Dimension n —m und
T.,S ={§ € R"|ELVEF;(x9) i=1,...,m}
Wenn wir ein Punkt x haben, der die Funktion minimiert, dann gilt folgender Satz
Satz 63: Falls x € S ein lokales Minimum von f unter der Nebenbedingung F;(z) = ¢ ist, so gilt
V f(xo) LTS

Beweis: Sei ¢ € T,,S. Wir miissen zweigen, das £ orthogonal zum Gradienten von f ist, das heisst
J(—e,e) = S:t— x(t) so dass aus x(0) = z, ©(0) = £ Es soll

F(z(t)) = f(2(0))

Notwendigerweise ist dann

i=1
Ausserdem ist V f(xo)LT,,S also
TZEOS = {§|€J~VF1(3:0)7 RN va(xO)}
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Vf(xo)LTy, S < Vf(xo) ist linear abhiingig von VFi(xg),. .., VF,(x0)
Vf(xo) = )\1VF1(JCO) + -+ /\mVFm(xo)

F1 (xo) = C1
Fy, (.’bo) =Cm
Wir haben also n + m Gleichungen mit n + m Variablen z¢g = (zq,,...,Zo,, ). Die A; nennen wir

Lagrange Multiplikatoren

17. Zusammenfassung

1 Die partielle Ableitung ist definiert durch

af . f(xl,...,xi,l,xi—l—h,acHl,...,xn)—f(a?)

2 Falls eine Funktion f : R? — R gegeben ist als z = f(z,y), und 2 = zo + t&, y = yo + tn, dann
ist

Ey = {(Eanvﬂ) ‘19 = a

Jxo + 1€, yo +77}
t=0

die Tangentialebene im Punkt (z0, yo)

3 Die Ableitung von f an der Stelle von z in Richtung & € R"™ ist definiert als der Grenzwert

o d _ o fl@thE) — f(2)
df (x)§ = @f(x + t€) e }ng}) h
oder
"0
=
=1 4

4 Die Jacobimatrix einer Funktion f: R™ — R" wird eindeutig beschrieben durch

Sh@ - @
Df(z) = : :
U@ - P

5 Die Richtungsableitung ist gegeben durch D f(z)€, wobei D f(x) die Jacobimatrix und £ der
Richtungsvektor sind.

6 f heisst differenzierbar an der Stelle z, falls eine Matrix A existiert, so dass

o W@+ 8) — 1) - Al _

0
£—0 [3

A nennen wir die Ableitung von f an der Stelle x. Die Ableitung entspricht gerade der Jacobimatrix

Df(a) = A.

7 Ist f an der Stelle x differenzierbar, so existieren auch die Richtungsableitungen, die Umkehrung
gilt jedoch nicht.

8 Stetig differenzierbar heisst, alle partiellen Ableitungen existieren und sind stetig. Zweimal stetig
differenzierbar heisst entsprechend f ist zweimal ableitbar und stetig.
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9 Die Kettenregel lautet
D(go f)(wo) = Dg(f(x0)) - Df(x0)

10 Falls f zweimal stetig differenzierbar ist gilt

*f (z) = o*f -
83016307 - 8%‘]‘81‘1‘

was entsprechend auch fiir n mal stetig differenzierbare Funktionen gilt.

11 f heisst zweimal stetig differenzierbar, wenn f stetig differenzierbar ist und % Q= R™
ebenfalls stetig differenzierbar ist fiir s = 1,...,n.

fist C! bedeutet, f ist stetig differenzierbar, f ist C? bedeutet, f ist zweimal stetig differenzierbar,
etc.

12 Die hochste Ableitung von Potenzfuktionen, die nicht 0 ist, ist gegeben durch
8k1+"‘+kw,f

Ox1kr - .. Oz kn

13 Der Taylorpolynom von f an der Stelle  mit Ordnung [ ist

(@)= LI g

laf<t "

14 Fiir den Taylorpolynom der Ordnung 2 gilt die Ungleichung
1
fla+8) = f(a) = df@)¢ — 5 f ()& )| < clgf  feC?

15 Die Hessesche Normalform wird definiert als:
(@) ... 2w

Ox10x1 0210, x
d2f($) = . .
92 f 8% f

Ox, 01 (Z‘) e 0L, Oxy (33)

16 Ein Punkt z € Q heisst lokales Minimum [Maximum] von f, falls es ein € > 0 gibt, so dass
VyeR”

ly—z| <e=y€Qund f(y) > [<]f(x)

17 Der Gradient V f(x) ist definiert durch

)
Vi) =|
ai{L (I>
wobei f € R"
18 Die zweite Ableitung ist definiert durch
o%f 0
azlgxl ( ) e axlﬁfzn (.T)
d*f(x) = : :
2 2

19 Eine Matrix A heisst positiv [negativ] definiert, falls (£, A) > 0 [(£, A) < 0], V & € R™\{0}

20 Ein Punkt 2 € R™ heisst kritischer Punkt von f € C*, falls Vf(z) = 0.
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21 Ist z ein kritischer Punkt von f und d*f (z) positiv definiert, so ist x ein lokales Minimum von

f

22 Die Matrix d*f(z, ) ist genau dann positiv definiert, wenn gilt
2
(i) &L >0
2
(ii) 2k A ( 0°f ) > 0, dass heisst, det(d®f) >0

8x2 " By? Oxdy

23 Der Mittelwertsatz fiir hohere Dimensionen lautet

[f(z) = fy)| < clz -y
24 Ist d*f (0, yo) weder positiv noch negativ definiert, nennt man xg, yo Sattelpunkt.
25 Ist A € R™*" die symmetrische Jacobi Matrix, dann existiert ein ¢ € R™"*" so dass ¢’ A¢ eine

Diagonalmatrix ist. Dabei gilt

keine Oen nur len = Minimum
keine Oen nur —1len Maximum
keine 0Oen gemischt —len und len Sattelpunkt

26 FEin Punkt x wird nicht degeneriert genannt, falls keine Nullen in der Diagonalform auftreten,
d.h. det (d*f(z)) #0

27 Mit p(x) = Anzahl —1len in der Diagonalform bezeichnen wir den Index des kritischen Punktes
x von f.

28 Seien U,V € R™ zwei offene Mengen. Eine Abbildung f : U — V heisst C! Diffeomorphismus,
wenn gilt:

(1) f ist bijektiv

(2) f ist stetig differenzierbar

(3) f~1ist stetig differenzierbar

29 Eine Folge x1,z9,... in R heisst Cauchyfolge, wenn sie folgende Bedingung erfiillt: V & > 0
dkoe NV E,leN

k> ko= lag—x] <e
30 Jede Cauchyfolge konvergiert in R™.

31 Ein metrischer Raum (X, d) mit d: X x X — [0, 00) erfiillt folgende Eigenschaften:
(1) d(z,y) = d(y, 2)

(2) d(z,y) =0 z=y

(3) d(z,2) <d(z,y) +d(y, 2)

32 Ein metrischer Raum Xy heisst vollstdndig oder Banachraum, wenn jede Cauchyfolge in X
konvergiert.

33 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung f : X — X heisst Kontraktion, wenn es eine
Zahl a € R gibt, sodass 0 <a<lundVaz,ye X

d(f(x), f(y)) < ad(@,y)

34 Banachscher Fixpunktsatz: Ist (X,d) ein nicht leerer, vollstindig metrischer Raum und f :
X — X eine Kontraktion, dann besitzt f genau einen Fixpunkt.



17. ZUSAMMENFASSUNG 156

35 Fiir die Ableitung einer implizit definierten Funktion gilt folgendende Ableitungsregel

1 o - % (I7 ¢(I))
o (:E) = Tof
36 Abgekiirzt schreiben fiir die

R xR - R
9 9,
df(z.y) = (3 (@), 5 (@.)
37 Eine Teilmenge C' C R? heisst glatte Kurve wenn es fiir jeden Punkt (xq,y0) € zwei offene
Intervalle U,V C R gibt, so dass zp € U, yo € V und eine der folgenden Aussagen gilt

(1) 3 C* Funktion ¢ : U — V so dass (z,y) € CN(U x V) &y = ¢(x)
(2) 3C* Funktion ¢ : V — U so dass (z,y) € CN (U x V) &z =(y)

38 Sei ) € R™ offen, sei f : Q — R eine C'!' Funktion. Eine reelle Zahl ¢ € R heisst regulirer Wert
von f wenn V z € Q) folgendes gilt

fl@)=C=Vf(z)#0

39 Sei ) C R? offen und f : 2 — R eine C'* Funktion. Falls ¢ € R ein reguliirer Wert von f ist, so
ist die Menge f~1(c) = {(x,y) € Q|f(z,y) = ¢} eine glatte Kurve

40 Der Tangentialraum einer glatten Kurve C' an der Stelle zgy ist definiert durch

T,,C = {(5,77) e R? % (x0,Y0)€ + g—z(mo,yo)n = 0}

41 Eine Teilmenge S C R? heisst glatte Fliche, wenn es fiir jeden Punkt zq = (0, , o,,T0,) € S
zwei offene Mengen U C R?, V C R und eine C'-Funktion ¢ : U — V gibt so dass (x,,z0,) € U,
To, € 1% undV(xl,xQ) ceU,VageV

(z1,22,23) € S & 13 = (21, 22)

oder sinngemiiss die zwei anderen Kombinationen

42 Der Tangentialraum von S an der Stelle x ist definiert durch
3

Z ((35 (IO)&' = O} VIO es

i=1

Ty S = {f e R?

43 Falls z € S ein lokales Minimum von f unter der Nebenbedingung F;(z) = ¢ ist, so gilt
V(o) LTo, S



KAPITEL 10

Mehrfach Integrale

1. Grundbegriffe

[vai-310502) Sei B C R™ eine Menge und f : B — R eine Funktion
/ f@)day - ... - dx, =7
B

Beispiel 10.1: Sei Q = (a1,b1) X -+ X (an, b,) ein offener Quader, was wir auch als Q(a,b) =
{z € R"a; < z; < b}, a = (a1,...,a,), b = (b1,...,bn), a; < b; schreiben kénnen. Sei nun
B = Q(a,b), f(z) =1 dann gilt

/ 1 dz = Vol (Q)
Q

=110 —ay)
j=1

Sei @ = Q(a,b) = {z € R"|a; < x; < b;} der Abschluss von Q, im Gegensatz zur offenen Menge
des Beispiel 10.1. Ausserdem definieren wir den Rand von Q := 90Q = Q\Q, 0Q = {z € R"|a; <
xj < b;V j,x; = a oder b fiir ein i}. Das Oberflichenvolumen von 0Q) ist definiert durch

Vol,—1(0Q) =2 J](bi — ax)
J=li#j
Beispiel 10.2: Sein =3
Vol3(Q) = (b1 — a1)(b2 — a2)(bs — a3)
VO]Q(@Q) = 2(b2 — ag)(bg — a3) + 2(b1 — al)(bg — a3) + 2(b1 — al)(bz — ag)

Ein weiterer wichtiger Begriff um die Partition zu verstehen, ist der Durchmesser von Q. Der
Durchmesser einer beliebigen Menge A C R™ schreiben wir wie folgt:

diam(A4) = sup |z —y|
T,y€A

\/(bi —a;)? + -+ (by —ay)?

Nun haben wir die Begriffe, die wir zur Partition brauchen. Sei B = [-R,R]"
Definition: Eine Partition B ist eine endliche Folge
P=(P,...,P

von offene Quadern, so dass

(i) B=U, P,
(i) PP =0Vi#

157
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Die Menge aller Partitionen von B bezeichnen wir mit p(B). Nun kann man vorgehen, wie im
eindimensionalen Raum. Wir bilden wieder die Obersumme und die Untersumme. Sei f : B — R
eine beschrinkte Funktion. Fiir P € p(B) definieren wir die Untersumme durch

k
z:: % - Vol,,(P;)

und analog die Obersumme durch
k
= Z sup f - Vol,, (F;)
i=1 Pi
Lemma 36: V f : B — R beschrinkt und V P, Q € p(B)
S(t,P) < S(t,Q)

Beweis: PAQ ={P,NQ;li=1,....k,j=1,...,l} € p(B) P=(P1,...,Pr), Q = (Q1,...,Q1).
Daraus folgt

S(f,P)<S(f,.PAQ)
<S(f,PNQ)
<S(f,Q O
Definition: B = [—R,R], eine beschrinkte Funktion f : B — R heisst Riemann integrierbar,

wenn

swp S(f.P)= inf S(£.Q)

Pep(B)
In diesem Fall ist das Integral von f definiert durch
[ f@ e s, = swp S(.P)
B Pep(B)
Fiir das Korn §(P) einer Partition P = (Py,..., P,) € p(B) gilt:

o(P) = 1%152(1@ diam(P;)

Intuitiv sollte gelten

k
/B f(x) dJJl Ly = 5(1}%20 Z f(l‘z) VOln(PZ)

z, €P; =1
Satz 64: Sei B = [-R,R]|", f : B — R eine beschrinkte Funktion und ¢ € R ein reeller Punkt.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent
(i) f ist Riemann integrierbar und ¢ = [, f(x)dxz;---dz,
(i) Ve>036p >0V P € p(B) gilt

k

c— Zf(x)\/oln(Pi) <e z; €P;

=1

0(P) < dg =

Beweis: (11) =
lanEQ(B (f )
(f,P

(i) V P e p(B). Sei P € p(B) und € > 0 Sei §p > 0 wie in (ii). Wéhle ein

Q < p(B) so dass §(Q) < dg. Sei PAQ =: (S1,...,5n). Sei x; € S;, i =1,...,N. Aus

(1) : Wir nehmen an, dass f (ii) erfiillt. Zu zeigen: sup Spe,p)(f, P) = ¢ und
=c
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(ii) folgt , da 6(P A Q) < 0(Q) < do gilt
N

c—e< Y fla)Vol(Si) <c+e
i=1

Daraus folgt
S(f,P)<S(f,PNQ)

I
] =

inf f - Vol S;
S

.
Il
A

-

Il
—

< f(z;) Vol(S;) < c+e

K2

Daraus folgt S(f,P) <c+eVe>0
(ii) | suppeg(p) S(f, P) > ¢ | Sei ¢ > 0 gegeben und sei xog > 0 wenn (ii). Wihle P € o(B)

so dass 6(P) < &y. Wihle x; € P;, so dass

. 13
s < b f + G

Daraus folgt

k E
- Z f(x;) Vol(F;) — VOIE(B) ;VO](PZ')

>c—¢ €

Wir haben gezeigt: Ve > 03 P € p(B) so dass

S(f,P)>c—2 = supS(f.P)>c
Pep

Lemma 37: [vaz-030602] Seien P, Q € p(B) und M = sup,cp |f(z)| dann gilt
ﬁS(f?}j)2215(f5C2)__4A4NVb1n—1(862)6(}))
;§(f7}U §;§(fuqn _'4A1\Rﬂn71(agn

Beweis: Sei P = (Py,...,P,) und Q = (Q1,...,Q;). Sei weiter Iy = {i € {1,...,L}|P;NdQ # 0}
wobei 0Q) := Ué-:l 0Q)j. Wie gross ist das Volumen?

> Volu(P)
icly

Jeder Punkt in P;, i € Iy hat einen Abstand von hochstens §(P) zum Rand Q. Das heisst,
> Vol (Py) < 2Vol(9Q)5(P)

hi'—' iIlf‘ISi7 i¢<k
CT\xM, i€l
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Das heisst
k
> (h} = h;) Vol (P;) = 2M Vol,, (P,
=1 el
< 4M Vol,,_1(90Q)(P)
also
k
S(f,P)= inf f Vol,, (P;
S(P) = 31wt Volo(P)
> Zh Vol,,(P;) — 4M Vol,,_, dQ5(P)
(f,PﬁQ) 4M Vol,,_1 0Q0(P)
wobei

. k
inf f
;:1 PO Vol(P; N Q) E: FVol(P,

Beweis (Satz ?7): (i — ii)“ Gegeben sei € > 0
(1) Wihle Q € p(B) so dass
c= S <S(£.Q <S(£Q) <t
dies gilt weil sup S(f, Q) = c und inf S(f, P) = c. Das heisst, 3 Q so dass S(f,Q) > c— £
und 3 P so dass S(f, P) < ¢+ £. Daraus folgt
€
S(F.PAQ) > S(1Q) > e

S(.PNQ)<S(fQ) e+
(2) Wihle 69 > 0 so dass AM Vol,,_1(0Q)0 < 5. Sei P = (P,...,P;) € p(B) so dass

§(P) < 6 und z; € P; dann gilt

k k
i) Vol ( Vol,,(P;
Z fa g inf f Vol,,(P,)
=5(f.P)
< S5(f,Q) —4M Vol,,—1(9Q)5(P)
Da (5(P) < dg
> §<f7 P) —4M VOlnfl(aQ)(SO
<5
€
>Cc— = — - c—e¢
-2 2
Genauso zeigt man
Z fzi) Vol (P) < c+e
Satz 65: Grundregeln des Integrals: Sei B = [—R, R]™ beschrinkt und f,¢ : B — R Riemann

integrierbar. Ausserdem ist A € R. Dann gilt
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(1) f+ g ist Riemann integrierbar und

/B(f(x)+g(x))dx:/Bf(a:)dz+/Bg(x)dx

(2) Af ist Riemann integrierbar und

/)\f(a:)dsc:)\/f(x)dx

) Wenn f(z) < g(x) V& € B dann gilt

/f dx</()d

[vas-070602] Fine Teilmenge A C R"™ heisst Nullmenge wenn es fiir jedes € > 0 abzéhlbar viele Quader
Q1, Q2, Qs, ... gibt, so dass

AC [j Q;
i=1
und

i=1

BEMERKUNG:
(1) R™! x 0 ist eine Nullmenge.

Qr = (—k, k)" " X (—ep, ex) k=1,k=2,...
Siehe Abbildung
Vol(Qy) = (2k)" 1 - 2¢y,
wiahle €1, €2, ...
(2k)"12e;, = 27%¢
(2)

A Nullmenge
BCA

(3) Ay, As, As, ... Nullmengen, dann gilt
A= U?ipAi

ist eine Nullmenge
(4) Jede abzihlbare Teilmenge von R™ ist eine Nullmenge
(5) A heisst abzdhlbar, wenn es eine Bijektion f: N — A gibt. Sei a; := f (), dann ist

A:{al,ag,ag,...}

} B Nullmenge



1. GRUNDBEGRIFFE 162

(a) = € int(A) (b) Beweis

(6) Da endlich viele Quader in der Definition eigentlich nicht zugelassen sind, fiigt man ge-
gebenenfalls noch unendlich viele leere Quader hinzu.

Beispiel 10.3: A = Q" = {& = (21,...,2,) € R"z; € Q,i = 1,...,n} ist abzihlbar, also
Nullmenge

Eine offene Menge ist keine Nullmenge, was aber nicht einfach zu sehen und nur iiber einen Trick
Zu zeigen ist.

Definition: Sei A C R™. Das innere von A ist die Teilmenge von A

int(A) = A = {x € A|3 ¢ > 0 so dass B.(x) C A}

Lemma 38: Sei A eine Nullmenge, dann gilt
int(A) =0
Beweis: Annnahme, int(A4) # 0

= JozeA e>0,s0dass B.(zr) C A
= Ja=(a1,...,an),b=(b1,...,by) ER™ a; < b; Viund Q' (a,b) C A

BEHAUPTUNG: @1, @2, ... offene Quader

AC [j Qr = iVOl(Qk) > Vol(Q) >0

k=1 k=1
also ist A keine Nullmenge.

Beweis: Q = Q(a*,b%), a* = (af,....ak), b = (bf,....0%). Q C U;—, Qx komplett. 3 N so
dass

N
Qc UQk
k=1
QN7 H

falls b; —a; > 1

N
#(QrNZ") > ku—a +1)

Daraus folgt falls b; —a; > 1



1. GRUNDBEGRIFFE 163

e — — ——
0 /4 2/9  1/3 2/3  7/9  8/9 1

(QeNZ™)

M= T

N
ku—a +1)

1i=1

IN
i

genauso mit AQ C ngi AQy. Falls A(b; —a;) > 1

N

[IOw: = Xai = 1) < #0Q@QNZ")

i=1

<Y #(0QrnZ")

(AF — Xak +1)

IA
M-
=

A — 00

VO](Qk)
Beispiel 10.4: C C [0, 1] Cantormenge

o-un {30369 ()]

e (' ist kompakt
e (U ist iiberabz#éhlbar
e (U ist eine Nullmenge

Beispiel 10.5:

Cc [0, ﬂ U E 1} Vol(Q1) + Vol(Qs) = 2
_—— N——
Q1 Q2
17 [21] [2 7] [8 .
el AT v
—— —— —— —— =
Q1 Q2 Qs Q4

1 8
C C 8 Intervalle der Lange 77 Z Vol(Q;) = >
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Wir kénnen C iiberdecken durch 2" Intervalle @)1, ..., Q2 der Lange 37"

2n 9 n
> vai@) - (3)
; 3
=1
Satz 66: Sei B = [-R, R]"” und f: B — R beschrinkt. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) f ist Riemann integrierbar
(ii) Die Menge A(f) aller Punkte « € B, an denen f unstetig ist, ist eine Nullmenge

Beispiel 10.6: S" ! = {z € R"||z| = 1} ist eine Nullmenge

f(@) = {1’ ol <1

0, |z[>1

A(t) = S™1 ist eine Nullmenge
By :={z e R"||z| <1}

/ f(z) da = Vol(By) fa) = {; ’ ;ﬁ

Sei A C R™ eine Teilmenge. Die charakteristische Funktion von A ist

(2) 1, z€A
T) =
xa 0, z¢ A

Definition: Der Rand von A ist die Menge

A ={z € R"|V & > 0 gilt B.(z) N A # 0, B-(z) N (R"\A) # 0}

BEMERKUNG: Y4 ist stetig an der Stelle z € R™ genau dann, wenn = ¢ 0A

Korollar 18: Falls A C R" eine beschriankte Menge ist, so dass JA eine Nullmenge ist, dann gilt
X4 ist Riemann integrierbar.

Definition: Fiir das Volumen, oder auch das Mass gilt

Vol(4) = u(A) = / Xa(x)day,. .. dz,

Wir nehmen ein sehr grosses Gebiet das A enthélt, dann spielt es keine Rolle iiber welchen Intervall
wir integrieren.

Beispiel 10.7: A C R"

OA Nullmenge, 0B Nullmenge, AN B = (), dann gilt
w(AUB) = /XAug(a:) dz

JrXB )) dz

A
/ d:c+/x3(x)da:
u(A

(B)
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Korollar 19: f : B = [-R, RjJn — R beschréinkt. Falls f Riemann integrierbar ist dann ist |f]
auch Riemann integrierbar und

/ fl@)day ... dx,

B

Beweis: [ stetig an der Stelle x, dann ist | f| stetig an der Stelle x.
A(lf) € A(f)

Das heisst, die Unstetigkeitsmenge ist Untermenge der Nullmenge.

Satz 67: [vas-100602) Sei B" = [a,b]", f : B" — R stetig. Fiir ein z,, € [a,b] definiere f,, : B"~! —
R durch

§/B\f(:c)|dx1~...~dxn

for (@1, ooy p_1) = f(x1, ..., Zpno1)
Daraus folgt
(1) Die Funktion [a,b] — R definiert durch

Tp fzn(xla"';xnfl)dxl'...'dxn,1
Bn—1

ist stetig
(2) Ausserdem gilt

b
flxy, ... xy)day - - day, = / (/ flay, oo ) day - ... ~da:n_1) dz,,
Bn a \JBn-1
Korollar 20 (Satz von Fubini): Sei f : [a,b]> — R stetig. Dann gilt

/ab (/abﬂ:c,y)dx) dy=/ab (/abf(fay)dy) dz

BEMERKUNG: Die Aussage 2 in Satz 67 gilt auch unter der Voraussetzung dass:

e Die Funktion f,, : B"~! — R ist Riemann integrierbar fiir jedes z,,
e Die Funktion [ @, — [, fz, ist Riemann integrierbar.

Beispiel 10.8: f:[0,1]? >R, 0<2x<y<1
Definition: Sei

(f&A)(J?) — {f(ﬂ?) ,falls rx e A

0 Jalls x ¢ A

Unter diesen Voraussetzungen definieren wir
/f(a:)dz1~...~dxn = féa(x)day ... dx,
A R"

Satz 68 (Substitutionsregel): Seien Q,Q € R" offen, ¢ : Q@ — Q' ein Diffeomorphismus, f :
Q' — R lokal Riemann integrierbar, A C €2 eine kompakte Teilmenge, JA eine (Rand) Nullmenge.
Dann gilt: f o ¢ ist lokal Riemann integrierbar und d¢(A) = ¢(JA) ist eine Nullmenge.

Fi, ey yn)dyr - oo - dyp = / f((/)(xl,...,xn)) ldetde(ay, ..., xp)| day - ... - dxy,

(A) A

Beweis (Idee): Sein =3, Q2 = Q' =R Q = {x € R*0 < 2; < 1}, ¢ : R® — R3 linear.
. 1 0 0

¢(x) = 0, € R3*3. Seien e; = (8 ey = ((1)), e3 = ((1] ey = v, € R3, ey = vy € RS,

(963:V3€R3

6@ = {Jowilo<wi <1
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Vol (¢(Q)) = [{1 x vz X v3)]

= |det(v1, v2,v3)]
= |det ]
Beispiel 10.9: Vol (¢(A)) = [, |det(d¢(x))| day - ... - dxy Sei
Q = [z1, 21 + d21] X [12, 22 + dx0] X -+ X [xn,mn + dx,]
fiir das Volumen gilt dann

Vol(Q) = dx1 - dxa - ... - daq
Vol (¢(Q)) = |det (dp(x))| 621 - ... Sy,

P=(P,...,P) €v(A)

(x, € Py, ...,2p € PF) CR"

Z F(#(x;)) |det dg(a;)| Vol(P, Z fy1) Vol (6(P;))
daraus folgt

[ oo aetas@) aw= | s ay

2. Polorkoordination
[vas-140602] Zwischen kartesischen- und Polarkoordinaten bestehen die Beziehungen x = rcos6 |,
y =rsinb, (z,y) = ¢(r,0). Bilden wir die Ableitung von ¢(r, §):
oz Oz
B2 5 dotro) = (4 4 )
ar 90

_ (cos@ —rsin 9)
sind rcosd
Woraus folgt
det (do(r,0)) =
Nach der Substitutionregel gilt: ¢ : [0,00) x [0,27] D A — R?

f(z,y)dedy = / foo(r,0)rdodr
#(A) A

A C[0,00) x [0, 27]
Beispiel 10.10: Sei A = [0, R] x [0, 27] und

N N —
r 6

$(A) ={(z,y) e R*|2” +¢y* <R?}

also der abgeschlossene Ball vom Radius R. Was ist nun

/ f(z,y) dady =?
w2 +y2 SR2

Nach dem Satz von Fubini (20) gilt

:/0R2 /02ﬂf0¢(r70)rd9dT
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Setzen wir zum Beispiel f(z,y) = ¢=*=¥” und rechnen

s R 27 R
/ e” " 7Y dady :/ / e~ " rdfdr
r24+y2<R2 0 0
R 2
= 27r/ re” " dr
0

Wir substituieren 72 = s, = 2rdr = ds

R2
= / e *ds
0
=7(l- efRz)
Wollen wir die Integration auf ganz R ausweiten, miissen wir nur noch den Limes bilden
/ e~ v daxdy = lim e~ =Y dady
R2 R—o0 Jp212<R2

= lim 7(1— e_R2) =
R—o00

\
Rechnen wir das Ganze ohne Polarkoordinaten so erhalten wir

/ e~ v dady = / e eV’ dady
R2 R2
(oo} (oo} 5 5
= / e ™ e dady
—o0 J—o0
o0 2 o0 2
:/ e Y (/ e " dac) dy
— 00 — 00
o0 2 o0 2
= (/ e Y dy) (/ e dx)

Woraus wir fiir das Integral

/Oo dr = 7

— 00
erhalten.

Sei # = (21,...,7,) € R, 2% = 2% + - 4+ 22 dann ist

/ e lel® dzy-...-dx,

zu verstehen als ein Integral iiber einem beschréankten Ball, dessen Radius — oo

o0 oo
—|z|? —x? a2 —a?
e = e Trem 2. e Pndry - ... - day,
R™ —o00 —00
</OO 2 n
—T
e dx)
— 0o
s

n
2
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Wenn wir versuchen, Polarkoordinaten in R™ zu bilden, wird’s schwierig. Es ist aber auch nicht

immer zwingend notwendig, denn die Norm im Quadrat, |x\2, entspricht gerade R2. Wir integrieren
also iiber einer Sphére.

n 2
T2 = e 1" day ... day,
R2

:/Ooo </|z_r6_r2> dr

- /00 e~ Vo, ({|z| = r}) dr
0

Was der Hohe mal Grundfliiche entspricht. Es gilt S"~! := {x € R"||z| = 1} und Vol,,_;({z} = 1)
=r""1Vol,_ (8" 1), also

I3

™

> 2
= / e " " Vol, 1 (S" 1) dr
0

und wir erhalten
n
T2

Vol, (8" 1) = ———5—
Oln—1( ) I rn=le=r?dr

3. Das Linienintegral

Sei C' C R"™ eine glatte Kurve. Statt iiber einem reellen Intervall zu integrieren, integrieren wir
iiber C'. Was machen wir also mit dem Ausdruck

fir=

Nehmen wir zum Beispiel f(x) = 1, das heisst fC 1 = Lénge der Kurve C. Sei C' C R” eine glatte
Kurve. Sei v : [a,b] — R™ eine C'-Funktion, so dass sich vy nicht schneidet und nirgends anhiilt,
also

e ~y ist injektiv

o () #0VYte|a,b]

o C=7([a,0])

Was ist nun die Liange von C?

Satz 69: Die Liange der Kurve von C' ist, unter diesen Voraussetzungen, gegeben durch die Formel

b
()= [ B
Somit haben wir eine Formel fiir f ol

Beweis: Wir unterteilen die Kurven in N gerade Segmente. N € N, Sei t) = a, t = a + I’_T“,
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fiir tN, <t <t sei {(yy) die Linge von vy,

Z "Y tN tz 1 ’]Rn
Wir wollen

()

Jim, o)

N
dim 32 (e = +(at)

N N N
y&) =&)Ly N
= lim — e (6 — )
NH"O; tzN—ti]\il ' ’

N“i“oo; D] (6 =650

Was nach Definition aus Analysis I

b
:/wwm

Zu N:
YY) )| AN =) .
|| - ] < |2 s
i i—1 i i—1
1 o N
= () — A(tN)) de
s | 60 -5e)
tV

1 /'l . . N
< v — Y(t) —3(t;)| di
tzN - tf\i1 tN | ’

< max (1) — A (Y
S o, |5(t) — ()|
_ o
<, e [9(t) — ()]

Is —t] < 252
. N—oo
Da ~ stetig ist — 0
Definition: Seien C, v wie in Satz 69. Wir definieren

/f—/ () 15(0)] e

Sei C' C R™ eine m dimensionale glatte Fliche. Sei 2 C R™ und u : £ — R” eine Funktion, so
dass das Bild der Funktion die Fliche S ist. Ausserdem

e [ ist injektiv

o du(x) € R"*™

e u())=29

Definition: Sei f:R"” — R

/ / 7)) - \/det (du(z)Tdu(z)) - dzy - ... - d,

Qsz=(21,...,Tm)

[vas-170602] Sei S C R™ eine m dimensionale (m < n) glatte Fliche, das heisst 3 Q € R™ offen und
Ju:Q — R" eine C' Abbildung, so dass
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e u())=29
e 1 ist injektiv
o du(z) € R™™ hat Rang m, das heisst du(z)é =0=£( =0V cR™ Vo €

Fiir f: R®™ — R definieren wir

/Sf = /Qf(u(m)) \/det (du(z)Tdu(z)) dzy - ... - dan,

diesen Ausdruck wollen wir noch niaher betrachten

du(z)” du(z) € R™*™
—— ——

RmMmXn RnXm

Behauptung: det (du(z)”du(x)) > 0. Setzen wir m = 1, erhalten wir gerade das innere Produkt,
das positiv definiert ist. Weshalb ist nun unsere Behauptung auch allgemein richtig? Bedingung,
die Matrix ist positiv definiert. Was heisst positiv definiert?

¢ du(z)T du(z) = (du(w)ﬁ)Tdu(x)g
RmXm

= |du()¢|* > 0 VE£O

Damit haben wir gezeigt, dass du(x)?du(x) eine positiv definierte Matrix ist, also ist
det (du(z)”du(z)) > 0. Also macht der Ausdruck Sinn und wir kénnen die Wurzel zichen und
das Integral hinschreiben.

BEMERKUNG: Frage: Hangt das Integral von der Wahl der Parametrisierung ab? Die Antwort muss
Nein lauten, f ¢ f héngt nicht von der Wahl der Parametrisierung ab.

Sei also ¢ : ' — Q ein Diffeomorphismus zwischen zwei offenen Teilmengen des R™. Sei v/ : Q' —
R"™ gegeben durch

ui=wuo¢

Jeder Punkt in € liegt auch in ', da ¢ ein Diffeomorphismus ist und damit bijektiv. u’ erfiillt also
die gleichen drei Bedingungen wie u, insbesondere ist u/(2) = S.

// [ (2)) \/det (du(z)Tdu(z)) dzy - ... dzy, =0
(i) du/(z) = du(¢(z))deé(x) nach Kettenregel.

(ii) du/(z)Tdu/(z) = dg(x)T - du(d)(r))Tdu (¢(2)) - dg(x) Die drei Summanden sind in R™*™
und mit det (dg(z)”) = det (d¢(x)) erhalten wir

det (du/(z)"du/(z)) = det (du((b(x))Tdu(qb(x))) - det (dqb(x)>2
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also ist

v= /Q o (u(¢(f€)))\/det (du(o(x))Tdu(e(x)) |det(dp(x))| day -

= / f(u(x))\/det(du(x)Tdu(x) dzy - ... -dap,
#(€2)
S
Beispiel 10.11: Sei S = u(Q2)
Vol () = / \/det (du(z)Tdu(z)) dz, - .. - da,
Q
Beispiel 10.12: Sei Q = {(21,22) € R?*|zf + 23 < 1}, sei u: Q — R3

_ 2 2
u(wy,x9) = (ml,xg, 1—27— :I:2>

eine Parametrisierung der oberen Hemispéhre.

1 0
du(xy,x9) = (:]El 1302
_Vl—xf—x% _\/1—If—x§

Die Antwort, die man erhélt, ist
1
det (du($1,$2)Tdu(x1, 332)) 122 2 — 2
Daraus folgt

Vol (&) = dzidzy

1
22 taj<1 /1 — 2 — 23

In Polarkoordinaten

_/1 2mrdr
N 0 \/1—7“2
r? = s und damit ds = 2rdr
- L gs

0 \/1—8
[ % r oA
~Thy s T

=27

4. Das Vektorfeld

cdx,

171

Die Abbildung K : 2 — R”™ ist zu verstehen als Schar von Vektoren, die an jedem Punkt in €

angehangt sind. Das Vektorfeld kann mehrere Bedeutungen haben:

(i) Die Vektoren kénnen als Geschwindigkeiten verstanden werden, welche die verschiedenen

Punkte haben.

(ii) Die Vektoren kénnen als verstanden werden, die auf die Punkte wirken.

Beispiel 10.13: Das Gravitationsfeld einer Punktmasse in grossem Abstands, die Dimension des
Korpers soll also keine Rolle spielen, er soll als Punkt angenéhert sein. Die Richtung der Vektoren

zeigt zum 0 Punkt, der Betrag hiingt vom Abstand ab, er soll proportional sein zu
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Bei diesem Kraftfeld fillt uns auf, dass wenn wir die Funktion betrachten f : R*\{0} — R gegeben
durch

C

) =-=

|z

= —c(a? + a3 +23) 73

und diese ableiten, erhalten wir

af cx;

Ox;  |af

was genau —1 mal die ¢ te Koordinate von K (x) ist

Also ist K(z) = =V f(x). K ist also ein Gradienten Vektorfeld, f heisst Potential von K.

J (%)

Beispiel 10.14: Das Magnetfeld.

K(x)=wxz
Wals3 — W3Ty
= W3xr1 — wW1T3
W1dz — W2y
Dieses Vektorfeld hat kein Potential, es ist also kein Gradient einer Funktion.

Wie kann man die Funktion aus dem Vektorfeld zuriickgewinnen? Das hat etwas zu tun mit inte-
grieren. Man nehme an, dass unser Vektorfeld konstant ist

Beispiel 10.15: K(x) = K, hat also iiberall die selbe Linge und den selben Betrag. Betrachten
wir mal ein Teilchen, welches sich in diesem Kraftfeld bewegt. Welche Arbeit muss man verrichten,
um das Teilchen zu bewegen?

W: <K,(E1 71’0>

ist die Arbeit eines konstanten Vektorfeldes entlang einer geraden Linie von xg nach x;.

Beispiel 10.16: Sei nun das Vektorfeld K : 2 — R"™ allgemein und die Funktion, =y, nicht mehr
linear, sondern sei v € R™ die Kurve, die durch die Abbildung

[0,1] = Q:t— x(z)
parametrisiert ist.

y={z@)0<t<1}
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Q Q

c d

(¢) Arbeit im Vektor- (d) Bemerkung 2 (e) Eine zusam-
feld menhingende
Menge

Fiir die Arbeit des Vektorfeldes K entlang von v teilen wir den Weg in lineare Teile. Also setzen
also N €N, tg =0, t; = §, tx = 1 und erhalten fiir die Arbeit

Wy = 3 (K ((t), altian) — o(t)
=0
N-1
= <K(x(t1)), (t:j+1) f(tl)> (tiv1 —ti)
i—0 7+1
~a(t;)
Fiir N — oo erhalten wir also
lim W, = [ (K(z(t)),4(t)) dt

N—oo 0

Die Arbeit von K entlang von -y ist also

W:/0 (K (x(t)),d(t)) dt

_ /O (ZKi(xi(t))ii(t)> dt

Was wir auch schreiben kénnen als

/ x) da;
v izt

i=

Was bedeuten soll, dass wir dz; ersetzen durch i;(t)

BEMERKUNG: Sei K (z) = V f(z), daraus folgt

LiMMfMWMW&
/<Vf 0).(t))

[, (o) a
~ F{e0) - £=0)

Wir konnen die Funktion f also aus dem Vektorfeld rekonstruieren.
[var-210602] ausgefallen wegen Fussball [vas-240602] Sei ) € R™ und v : 2 — R"™ ein Vektorfeld. Ausser-
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dem sei y{[a,b] — Q:t — z(t)} ein Weg in Q. Wie gross ist nun die Arbeit W von v entlang 7
Siehe Fig 1(c)

"o /v@(x)’dx) - /sz ) da,
/abé’l}i(l’(t))j)i(t)dt = /ab<U($(t)),a'c(t)> dt

BEMERKUNG 1: Ein Ausdruck der Form

a = (v(z),dz)

= Z v;(x) dz;

nennt man eine I-Form auf Q)

BEMERKUNG 2: Das Integral fv a ist unabhéngig von der Parametrisierung von ~.

Sei [a,b] — Q :t — x(t). Sei weiter 3 : [¢,d] — [a,b] eine Funktion, so dass G(s) > 0. 8(c) = a°
und ((d) = b'. Sei y : [¢,d] — Q definiert durch

y(s) =z (B(s))

y ist eine Reparametrisierung von .

l%wm&%m&%ﬁ[ﬁ@@@@»%ﬂﬂﬁ»ﬁ@ds

t = B(s) woraus folgt

d /—(/i; B(d)=a
/ (o(2(B(s))), (5(s))) B(s) ds = / (o(a(t)), &(0)) dt
c B(c)=d

BEMERKUNG 3: Seien v : [0,1] — Q : ¢t +— x(t) und —v: [0,1] = Q: ¢t — z(1 —¢) = y(¢).

[ o= et
_/ (o(x(1 — 1)), —(1 — 1)) dt

0

1
:/0 (v(z(s)),@(s)) ds
1
—/ (v(z(s)),@(s
0
.y
¥
BEMERKUNG 4: Falls v(z) = Vf(z) Vo € Q und f: Q — R eine C* Funktion sind, so gilt
/ v, dx) / Vf

d
!
(b))

/\

w(a))
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Satz 70 (von Stokes): Wir definieren df wie folgt

n

a = (v,dx) = Zvi(z)dxi

i=1

Dann gilt

/wdf: Bwf

0y = {z"(a),a" ()}

also folgt

wobel

f=—f(x(a) + f(x(b))
oy
Beispiel 10.17: Sein = 3und v(x) = (23, x123, 1). Seien weiter x(t) = (¢,t,t) und y(t) = (¢,12,3)
wobei 0 < t < 1. Offensichtlich gilt 2(0) = (0,0,0) = y(0) und (1) = (1,1,1) = y(1). Fiir den
Weg x(t) erhalten wir

1 1
/ (v(z(t)),4(t)) :/ (z2(t)%d1 () 4+ 21 () 23(t) a2 + 23(2)) dt
0 0
= / (2¢* +1)dt
0

Analog fiir den Weg y(t)

/0 (v(y(®)). 9(1) :/ (t* + 267 4 3% dt

0

5 '3 15

Da v # V f(z) sind offensichtlich die Integrale iiber dem Vektorfeld verschieden fiir unterschiedliche
Wege.

Definition: Sei 2 € R" offen. Ein Vektorfeld v : € — R”™ heisst konservativ, wenn fiir jeden
geschlossenen Weg [a,b] — Q : t — z(t), z(a) = x(b) gilt

/ (o(a(t)), #(8)) dt = 0

Satz 71: Sei 2 € R™ offen und v : 2 — R stetig. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) v ist konservativ
(ii) v ist ein Gradientenvektorfeld, das heisst 3 eine C! Funktion f : @ — R, so dass
vix)=VfVrel

Beweis: ,,(ii) = (i)“ siehe Bemerkung 4.

»(1) = (ii)“ Annahme: Q ist zusammenhéngend, das heisst, je zwei Punkte in  lassen sich durch
einen (stetigen) Weg in 2 verbinden. Konstruktion von f: Wenn zu f ein konstanter Betrag addiert
wird, dndert sich der Gradient nicht, wir konnen also einen Punkt zy €  vorgeben, so dass an
dieser Stelle f = 0. Sei 21 € 2, dann gibt es einen C* Weg [0,1] — €, t — x(t) so dass z(0) = z¢
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Lo

(f) Zur Behauptung 1

und z(1) = z,. Wir definieren

Behauptung 1: Dieses Integral ist unabhéingig von der Wahl des Weges t — x(t).

flan) = [ (e i) a

Behauptung 2: f € Ct, Vf =v.
Zur Behauptung 1: Sei [0,1] — Q : t +— y(t) ein weiterer C' Weg, so dass y(0) = zg, y(1) = z;.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen

was wir durch Reparametrisierung erreichen. Betrachte den Weg z : [0,1] — Q

z(t) =y(t) =z0, 0<t<e
z(t)=yt)=a1, 1—-e<t<1

0 = {x(Zt), 2
2

0

T

3

1—¢ 1

(g) Verlauf von z(t)

Also ist z ein geschlossener C! Weg. 2(0) — z(1) = x, da v konstant folgt

Also ist [ wegunabhéngig.
Zur Behauptung 2: Zu zeigen

i 1@+ 56) — @)

s—0 S

= (v(z),§) =

VeeQ) VEER™

176

Aus dieser Gleichung folgt, dass g—i(:zz) = v(z). Wir wihlen einen Weg z : [0,1 — £] — €, so dass

2(0) =2zo und (1) =z, (1 +s) = x + s§, —e < s < ¢, daraus folgt

also

also

f(x(t)) = / (0(x(s)), i(s)) ds

s—0 S

das heisst * gilt.

Vi
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BEMERKUNG 5: Falls v : Q — R” ein C! Gradientenvektorfeld ist, so gilt

8vi - 8vj
&rj - a$Z
Beweis: v;(z) = a%(x), also gilt
0v; 0 f O*f v,

830.7' - 8%‘18.%‘7 N 8l‘ja$i N Oxi
Beispiel 10.18: Sein =3, vy = 23, vo = 2173 v3 = 1

8’01 - 61}2 -
6—502—211?27é 0z, =3

also liegt kein Gradientenvektorfeld vor.

Q

(h) Zur Behaup- (i) Beispiel 10.19
tung 2

Beispiel 10.19: Sei n =2, Q = R?\{0,0}

(2,9) £ -
v(z,y) = ————5, 5
Y m2_|_y2 -T2+y2

= (P(z,y),Q(z,y))
Ist % = %—5 7 Ja es gilt

0Q opP y? — x?

or 9y (22 +y2)?

Also ist die Bemerkung 5 erfiillt. Es ist z(t) = (x(t),y(t)) = (rcos(t),rsin(t)). Es gilt

(v(2(1)),2(t)) >0

woraus folgt

/0 ’ (v(z(t),2(t)) dt >0

Es liegt also kein konservatives Feld vor, da das Vektorfeld im 0 Punkt unbestimmt ist.

177

Definition: [va9-290602] Eine offene Menge 2 C R™ heisst einfach zusammenhdngend, wenn sich
jeder geschlossene Weg zusammenziehen lisst, das heissst, fiir jede C' Abbildung z : [0,1] — € so

dass z(0) = z(1) gibt es eine C! Abbildung u : [0,1] x [0,1] — ©, so dass

ul[l,t] = x(t) Vi
ufs, 0] = z(0) Vs
uls, 1] = z(1) = z(0) Vs
u[0,1] = x(0) Vit
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v:Q — R", C! Vektorfeld, v = Vf, f: Q — R" eine C? Funktion. Dann gilt

v; v;

dz;
Satz 72: Sei 2 C R"™ eine offene einfach zusammenhéngende Teilmenge. Sei v : 2 — R”™ eine
stetig differenzierbare Funktion, dann sind folgende Aussagen dquivalent

(1) v ist ein Gradientenfeld
(2) v ist konservativ, das heisst

A (o(a(t)), i()) dt = 0

fiir alle geschlossenen Wege x : [0,1] — Q

(3) gT”J(ar) 8U7VIEQundV2j 1,....n

BEMERKUNG: Nach Satz gilt, 1) < 2)
BEMERKUNG: 1) = 3)
) . ,
w2 0Oy
8$j 5‘xj 8.%1

also
an/ - 82f
axiaxj o (9%8:&
Satz 73 (von Stokes):

/a:/da
a8 S

wobei
o= Zn:vi(x) dz;
i=1
und
Oo := Z g;z g;); (x) dz; Adz;

Definition: Sei B C R? und u : B — R™ eine C! Abbildung und S := u(B). Sei 7 = {7;;(z)dz; A
dz; wobei 7;; : R" — R. Wir definieren

auz auj Ouj Ou;

B ={(s,t) € R*[s*+t* < 1},u = (u1,...,uy)) : B — R" eine C* Funktion. z(0) := U cos6,sin6),
s =u(B), 0S = u(0B) = x(]0,27]), @ = > u;(x) da;. In diesem Beispiel hat der Stelle von Stokes
folgende Form

[ty a=3 [ () - )

i<j

ou; Ou; Ou; ou; ou;
. <E(s,t)—(s t)—=>(s,t) — (s, t) — —=2(s, t)> dsdt

15) ot ot 0s
/ a= / dx
as S

Beispiel 10. 2 = 2, B C R? eine abgeschlossene Menge, B eine glatte Kurve. B — R2,
(s,t) — (P( ;1)) eine C'' Funktion.
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Satz 74 (Greensche Formel): Unter diesen Voraussetzungen gilt

[ ,0Q P
Ame+Q&y:Lﬁg—5ﬂdwt

Beweis: Beispiel 10.21: ¢t = ¢(s) > ¢V s € [a, b]

a<s<b
B:{(&t) c< 1< ofs) }
BEHAUPTUNG:
oP
— BEdet:/()BPdS
OB: v [a,b] — R? s (s,0)
Y2 [Ca ¢(b)] - RQ t— (b7 t)
vs a,b] — R? s+ (s,0())
Y4 [C, ¢(a’)] - R2 l— (a’7 t)

Pds = Pds—/ Pds
OB 71 V3

= /ab P(s,c)ds — /abP(s,gb(s)) ds

oP ) &
—/BE(S,t)dsdt——/a </C E(s,t)dt ds

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra

also

b
:*/(HawmfP@QNS
b
:/(P@@—P®¢@D®

= Pds
oB

oP
— — = Pds
/B ot OB

V Gebiete B

oQ
— = d
/Bas aBQ !

genauso beweisen oder s und ¢ vertauschen.

179

Beweis (Satz von Stokes, Formel x): Sei S C R, u : B — R", u(B) = S, B C R?, a =

Yoo vi(x) da;

/a:/ Pds+Qdt
Js oB
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wobei
P(s,t) = Zvi (u(s,t)) - Z—Z(s,t)
Q(s,t) = Zvj (u(s,t)) - %(s,t)

<.
Il
—_

also ist nach der Formel von Green

[ [0Q oP
/(3506—/;(%—§> dsdt

Ubung
8@ oP - 81},' _ 8% 6Ul an - 8’111 6’&]‘
E‘W‘Z(axi(u) axj(“)> (83 ot ot as>

i<j

[vso-010702] Sei S C R™ eine glatte Fliche, die von der glatten Kurve 95 C R™ begrenzt wird. Sei
n
o= Z K;(x)dx;
i=1

und

0K, O0K;
da—z (53:1- - 3%—) dz; A dx;

<1

Der Satz von Stokes besagt nun

/da:/ «
s as

Sei n = 3, damit wird
o = Ky (x)dzy + Ky (z)das + Ks(x)das

und

0K3 0K, 0K, O0K;
da (81‘2 R ) zo A dasg + (6:63 o, > r3 A daq
(81(2 0K,

81’1 B 8x2
Dabei lassen sich die Terme in den Klammern vertauschen, wenn man auch die Differentiale ver-
tauscht:
0K; 0K, 0K, O0K;
L _ da: ANdx; = J _ Zdi/\d‘
(81‘j 8951 ) xj . < 8% axj ) . xJ

Definition: Sei Q C R3 eine offene Menge und K : Q — R3 ein C'-Vektorfeld. Die Rotation von
K ist das Vektorfeld.

) d.Z‘l A dl‘g

0Ks _ 0K,
2 9;
) | 9K BRs
ro ( ) T Ox; ox
0Ky 0K

8901 OZEQ

NoTATION: Wir definieren
d.’EQ N dl’g

do = | dzs A day

dxq A dxs
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und erhalten also in unserem Eingangsbeispiel
da = (rot(K), dd)
=rot(K) - d
Satz 75 (von Stokes in Dim. 3): Sei S C R? eine glatte Fliche und 95 die dazu gehérende

glatte Kurve. Sei weiter K : Q — R3 ein C'-Vektorfeld und S C € eine offene Teilmenge. Dann
gilt

/rot(K).dw: K-dz
S o8

Satz 76 (Satz 72 in Dim. 3): Sei Q C R? eine offene, einfach zusammenhingende Teilmenge
und K : Q — R? ein C*-Vektorfeld. Dann gilt

rot(K) =0 < K ist ein Gradienten Vektorfeld

und
Of /0xy
K=Vf=10f/0xy| = rot(K)=0
8f/8a:3

Zusammengefasst also
rot (grad(f)) =0

Sei C' eine Abbildung v : B — R3, wobei B C R? ein abgeschlossenes Gebiet ist. Sei OB die
dazugehérige glatte Kurve in R2. Sei S = u(B) C Q C R3, dabei ist 2 offen. Ein Punkt (s,t) wird
wie folgt nach S iiberfiihrt:

ui(s,t)
(s,t) — [ ua(s,t)
uz(s,t)

Sei weiter v = <ﬁ;) : 0 — R? ein Vektorfeld. Dann gilt
v3

/ v-dd = / (Ul(.%')dl'z Adxs + ve(z)deg A dzy + vs(a)day A datg)
s s

o 8uQ 8U3 8u2 3U3
= /B {1(uts0) (EW - Ea>
GU{J, aul 8’[1,3 aul

Oouy Ou Ous Ou

Dies entspricht gerade dem Kreuzprodukt und wir erhalten

Ou Ju
:/B<v(u),£ X E>dsdt

5. Oberflachenintegral

Wir wollen ein Integral der Form

|1

hinschreiben, wobei f : R? — R. Die Definition war, mit Hilfe der Parametrisierung

/sz/Bf(u(s,t))\/det (du(s,t)Tdu(s,t)) dsdt
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Wir werden den Ausdruck in der Wurzel etwas genauer betrachten.
Ouy/ds Ouy /Ot
du(s,t) = [ ua/Jds Ouz/Ot
Ous/ds Ous/Ot

Wenn wir disen Ausdruck transponieren und dabei noch 9 u; = 88“;' setzen erhalten wir

du(S,t)T:<aSU1 Osuia asu?))

875111 8{[142 at’u?,

Multipliziert

dul”>  (Dsu,d
du(s, t)Tdu(s,t) = <<(3| uu8|tu> < |(‘;iu|éu>)

Determiniert
det (du(s, t)"du(s,t)) = 0ul® |0yul® — (Dsu, Oyu)?
= |0su X 8tu|2

Setzen wir das Ergebnis ein
/ f= / f(u(s,t)) |0su x dyul| dsdt
s B
ZUSAMMENFASSUNG: Q CR3, BCR?, u: B —R3* S=u(B)CQ,v:Q—R?

/Ud& :/ (u(x), Osu x Oyu) dsdt
s B

ist das Integral einer 2 Form. f: Q2 — R

/SfZ/Sfdw:/Bf(u)\@sux8tu|dsdt

ist das Oberflichenintergral. Wir wollen nun die beiden Integrale ineinander {iberfithren und be-
trachten dazu die geometrische Bedeutung von dsu x dyu. Wir setzen voraus

e u: B — R? eine injektive Funktion
e rang (du(s,t)) =2,V (s,t) € B, das heisst dsu(s,t) und dyu(s,t) sind linear unabhéngig
v (s,t) € B
% € Ty(s,)S, wobei T' der Tangentialraum darstellt. Ebenso gilt % € Tyu(s,t)S- Was ist nun die
Dimension von T,,S?

@ ou

T, =<A —1A R
u(s,t)S { 85+M8t WURS }

= Spur @a—u
PP 95 o

= (Osu X &tu)l
Sei x := u(s,t) € S. Dann ist der Vektor

daraus folgt

(z) = Osu X O
= |0su X Opul

ein Einheits normaler Vektor von S an der Stelle z. (Da dsu und d;u linear unabhingig sind, wird
das Kreuzprodukt nie null.) 7S = n(x)*, das heisst

Osu X Oy = |Osu X Opul ~77(u(s, t))
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also ist
(v(u), Osu x Opu) = (v(u),n(w)) |Osu x Opul

Durch integrieren der rechten und linken Seite erhalten wir

/}B@(u),asux@m :/Svd(ﬁ
[ et ionxal= [ w

S

was uns zu folgender Bemerkung fithrt:

BEMERKUNG: Die gewiinschte Beziechung lautet

/Sv~da7=/s<v,77>

wobei n(z) € R3 der Einheitsnormalen Vektor fiir 7,,S darstellt. An dieser Stelle stutzen wir,
denn es existieren zwei Einheitsnormalenvektoren. Die Wahl ist jedoch durch die Parametrisierung
gegeben. Eine Parametrisierung n(z) € T,S* definiert eine Orientierung des Tangentialraumes
T.S.
Eine Parametrisierung u von S heisst heisst vertrdglich mit dem Normalenvektorfeld v : S — R3,
falls

ou ou
det <g(s,t) X E(s,t),n(u(s,t))) >0 Vs, t
Wobei
Osu X Oy
n(u(s,t)) - |0su % Opul

falls n ein Einheitsnormalen Vektorfeld ist. Geometrisch ist dieser Ausdruck der Fluss des Vektor-
feldes durch einer Fliche.

Definition: Das Integral

/Svd@':/sw,n)

heisst Fluss des Vektorfeldes v durch S in Richtung des Normalenvektorfeldes 7.
Definition: Sei Q € R? offen und v : 2 — R? ein Vektorfeld, dann heisst

- 81}1 (91)2 8'[)3

di =— 4+ —4+ —
IV(,U) 8l‘1 8.132 81‘3
Divergenz von v

Satz 77 (Divergenzsatz): Sei Q) € R? eine offene Teilmenge und v :  — R? ein C!-Vektorfeld.
Sei A C Q eine abgeschlossene Menge und 0A eine glatte Fliache. Dann gilt

/ vdd = / div(v) dzy das ds
A A

O0A ist nach aussen orientiert.

Beispiel 10.22: Sei A := {x € R?||z| < 1}, der Rand von A ist also 04 = S? = {z € R?||z| = 1}.
v(x) = x, also ist div(v) = 3 und somit

/ div(v) = 3 Vol(A)
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Nach dem Divergenzsatz ist dies

z/aAvdu?
- [ o

v(z) =z und n(z) = x also

= Voly(S5?)
Damit gilt
3Volz ({[z| < 1}) = Vol ({|z[ = 1})
=4r
Damit erhalten wir
47

Vol ({lal < 1}) = =

6. Zusammenfassung

1 Wir bezeichnen mit
e Qa,b) ={z €R"|a; <z; <bj}, a=(a,...,a,) ein offener Quader.
e Q:=Q(a,b) = {z € R"|a; < z; < b;} den Abschluss von Q.
e JQ := Q\Q den Rand von Q.

2 Ist Q = (a1,b1) X -+ X (an,by) ein offener Quader, dann gilt

/ 1dz = Vol,(Q)
Q

=11 —ay)
j=1
3 Das Oberflichenvolumen von 0@ ist definiert durch
Vol,1(0Q) =2 T (bi — a:)
J=1i#j
4 Der Durchmesser einer beliebigen Menge A C R™ schreiben wir als

diam(A) = sup |z — y|
z,yeA

5 Eine Partition B ist eine endliche Folge P = (Py, ..., Py von offene Quadern, so dass
() B=U_, P
Die Menge aller Partitionen von B bezeichnen wir mit p(B)

6 Fiir P € p(B) definieren wir die Untersumme und die Obersumme durch
S(t,P) = Zkli%ff - Vol,,(P;) S(t, P) = is;pf - Vol,,(P;)
7 Sei B = [-R,R]. Eine beschrinkte Funktion f : B — R heisst Riemann integrierbar, wenn
sup S(f,P) = inf_S(,Q)

Pep(B)

184
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In diesem Fall ist das Integral von f definiert durch

/f(x)dxi---dxn = sup S(f,P)
B

Pep(B)

8 Fiir das Korn 0(P) einer Partition P = (P,..., P,) € p(B) gilt:
0(P) := max diam(F;)

1<i<k

9 Grundregeln des Integrals: Sei B = [—R, R]™ beschréinkt und f,¢g : B — R Riemann integrierbar.
Ausserdem ist A € R. Dann gilt
(1) f+ g ist Riemann integrierbar und

/B(f($)+g($))d$Z/Bf(ac)dm—#/Bg(x)dx

(2) Af ist Riemann integrierbar und

//\f(x)dx:)\/ f(z)da

(3) Wenn f(x) < g(z) Vx € B dann gilt

/f dx</()d

10 Eine Teilmenge A C R™ heisst Nullmenge, wenn es fiir jedes € > 0 abzéhlbar viele Quader Q1
Q2, Qs, ... gibt, so dass A C J;o; Q; und Y .2, Vol (Q;) < e

11 Das innere von A ist die Teilmenge von A
int(A) = A = {z € A3 e > 050 dass B.(z) C A}
12 Sei A eine Nullmenge, dann gilt int(A4) = 0

13 Sei B =[—R,R]™ und f : B — R beschriinkt. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(i) f ist Riemann integrierbar
(ii) Die Menge A(f) aller Punkte « € B, an denen f unstetig ist, ist eine Nullmenge

14 Der Rand von A ist die Menge
A ={x e R"|Ve>0gilt Bco(x) NA#£0,B(z) N (R™"\A) # 0}

15 Falls A C R"™ eine beschrinkte Menge ist, so dass JA eine Nullmenge ist, dann gilt x4 ist
Riemann integrierbar.

16 Fiir das Volumen, oder auch das Mass gilt
Vol(A) = pu(A4) == / xa(z)day,. .., dz,

17 p(AU B) = p(A) + u(B)

18 f: B = [—R, RJn — R beschriinkt. Falls f Riemann integrierbar ist dann ist | f| auch Riemann

integrierbar und
< [ @) o
B

/ f@)day ... -dx,
B

19 Der Satz von Fubini lautet: Sei f : [a, b]?> — R stetig, dann gilt

/ab (/abﬂ:c,y)dx) dy=/ab (/abf(fay)dy) dz
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20 Seien 2,9 € R™ offen, ¢ : Q — Q' ein Diffeomorphismus, f : ' — R lokal Riemann inte-
grierbar, A C Q eine kompakte Teilmenge, A eine (Rand) Nullmenge. Dann gilt: f o ¢ ist lokal
Riemann integrierbar und 0¢(A) = ¢(0A) ist eine Nullmenge.

F1, . yyn)dyr - ... - dy, :/ f(¢(x1,...7mn)) <ldetdo(xy, ..., xp)| day - ... - dzy,
#(A) A

21 Zwischen kartesischen- und Polarkoordinaten bestehen die Beziehungen z = rcos , y = rsin 6,

(:L'a y) - ¢(T, 0)
22 Nach der Substitutionregel gilt: ¢ : [0,00) x [0,27] D A — R?

f($7y)d$dy==t/’f<>¢039)rd9dr
?(A) A

23 Die Lénge der Kurve von C' ist, gegeben durch die Formel
b
()= [ B
24 Seien C, v gegeben, dann gilt
b
L= [ s a
25 Sei f:R” — R, dann gilt

/Cf = /Qf(u(x)) . \/det (du(z)Tdu(z)) - day - ... dan,
)

Qsz=(1,...,2m

26 Die Vektoren eines Vektorfeldeskonnen als Geschwindigkeiten, welche die verschiedenen Punkte
haben oder aber als Krifte verstanden werden, die auf die Punkte wirken.

27 Wenn K(z) = —V f(x), dann nennt man K Gradienten Vektorfeld, f heisst Potential von K.

28 Die Arbeit von K entlang von + ist

W:/0 (K (2(8)), (1)) dt

29 Die Funktion f liasst sich aus dem Vektorfeld konstruieren durch die Beziehung

30 Ein Ausdruck der Form
a = (v(z),dz)

n

= Z v;(x) dz;

i=1

nennt man eine I-Form auf

[t

31
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32 Der Satz von Stokes lautet: Wir definieren df wie folgt

n

a = (v,dx) = Zvi(m)dxi

i=1

= ana—fdxi =: df

Dann gilt

Jar=] s

Oy ={z"(a), 2" (0)}

also folgt

wobei

f==f(@(a) + f(z(b))
oy
33 Sei 2 € R” offen. Ein Vektorfeld v : 2 — R™ heisst konservativ, wenn fiir jeden geschlossenen
Weg [a,b] — Q:t— x(t), x(a) = x(b) gilt

/ (o(x(t)), () dt = 0

34 Sei Q2 € R" offen und v : 2 — R stetig. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) v ist konservativ
(ii) v ist ein Gradientenvektorfeld, das heisst 3 eine C'!' Funktion f : Q — R, so dass v(z) = Vf
Vae

35 Eine offene Menge 2 C R"™ heisst einfach zusammenhéngend, wenn sich jeder geschlossene Weg
zusammenziehen lasst.

36 Sei 2 C R™ eine offene einfach zusammenhéngende Teilmenge. Sei v : @ — R” eine stetig
differenzierbare Funktion, dann sind folgende Aussagen #dquivalent

(1) v ist ein Gradientenfeld

(2) v ist konservativ

(3) g%(x) = g% VeeQundVi,j=1,...,n

37 Sei B C R? und u: B — R" eine C'! Abbildung und S := u(B). Sei 7 = {r;j(x)dx; Adx; wobei
7ij : R™ — R. Wir definieren

— ’ Ou; Ou; 9y O
/ST = Z/BTU (u(s, 1)) <8s py ) 8t> dsdt

i<j

38 Die Greensche Formel lautet

0 oP
/aB (Bds + Qdt) = /B (B2 2 gsar

39 Sei Q C R? eine offene Menge und K : Q — R3? ein C''-Vektorfeld. Die Rotation von K ist das
Vektorfeld.
OKs _ OK»
ox ox;
rot(K) := %—f‘l — %—fh”
oKy _ 0K,

811 BLEQ
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40 Sei S C R3 eine glatte Fliche und dS die dazu gehorende glatte Kurve. Sei weiter K : Q — R3
ein C'*'-Vektorfeld und S C Q eine offene Teilmenge. Dann gilt

/rot(K)-ch': K -dx
s s

41
rot (grad(f)) =0

- ou  Ou
/Sv-dw—/]3<v(u),%xg>dsdt

43 Das Integral

/9Uda7=/g<v,77>

heisst Fluss des Vektorfeldes v durch S in Richtung des Normalenvektorfeldes 7.

42

44 Sei Q € R3 offen und v : Q@ — R3 ein Vektorfeld, dann heisst
31)1 6’02 81}3

dlv(v)za—m+8—x2+8—%

Divergenz von v

45 Sei 2 € R? eine offene Teilmenge und v : Q — R3 ein C'-Vektorfeld. Sei A C € eine abge-
schlossene Menge und 0A eine glatte Fliache. Dann gilt

/ vdd = / div(v) day dag ds
0A A

OA ist nach aussen orientiert.
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ANHANG B

Lésungen von Ubungsaufgaben

1. Infimum

siehe Vorlesung 12.

Definition: Sei M € R eine (nicht leere) nach unten beschrinkte Menge. Eine reelle Zahl b € R
heisst die grosste untere Schranke von M oder das Infimum von M, falls

(i) b ist eine untere Schranke von M

(ii) Ist v € R eine untere Schranke von M, dann ist v < b (& ist v > b ist v keine untere
Schranke von M.)

2. Logarithmenregeln
siehe Vorlesung 15.
1)
log(a?) =log(a-a-...-a)
= log(a) +log(a) + -+ + log(a)
= q - log(a) O
(2)
gttty 31 (a+y)loga
_ Jlog(a)z+log(a)y

52:(2') elog(a)x . elog(a)y
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3. Summenregel der Differentialrechnung

BEHAUPTUNG:

(f +9)'(w0) = f'(z0) + g'(x0)
Beweis: Uber die Definition der Ableitung und die Regeln des Limes Lemma 16, Seite 37
(f(2) + g(x)) = (f(x0) + g(w0))

(f +9)(x0) = lim

To T — 2o
i L@ = F0) | g@) = glao)
T—=To T — Xo r — X0
~ i f(x) — f(zo) + lim g(x) — g(wo)
T—To T — X0 r—x0 xr — o

= f'(z0) + ¢'(20)
4. Konstantenregel der Integrationsrechnung

siehe Vorlesung 22. Sei A := ff f(x)dx. Wir beweisen: Die Funktion A - f erfiillt die Bedingung
(74) des Satzes 30. Sei € > 0 gegeben. = 369 >0 VYV P € P(a,b), P={xg,...,2N}

§(P) < & } N

< Al -
&k € [Tr—1, zk] Al

N
A— Z [k @k — zp—1)
k=1

Sei P = {xg,...,zn} € P(a,b) mit §(P) < do und & € [zr_1,zx]. Dann gilt:

N
>\~A7>\~Zf(§k)(9€k — Tp—1)

k=1

N
A A= N (&) @k — xha)
k=1

N
= IAA =D F&)(@n —mi1)| < [Ae
k=1
N
= |A— Z f(fk)(l‘k — mk—l) <e
k=1
5. Faltung
siehe Vorlesung 24.
BEHAUPTUNG:
1 s
frg(x)= o (t)g(x —t)dt

o).
=50 [ fa =ttty

Beweis: Durch Variablentransformation s :=x — ¢

1 s 1 —T
il _ — _ 1
5 | S0sw—vd= 5 [ fe=s)als) (-1ds
_L (x —s)g(s)ds
2w ). g
Zuriick transformieren s = ¢
1 T

|
s
—
8
[
~
S~—
)
—~
~
S~—
IS8
~
O



ANHANG C

Die griechischen Buchstaben

klein gross Name

Alpha

Beta

Chi

Delta

Epsilon
Variertes Epsilon
Phi

Variiertes Phi
Gamma

Eta

Tota

Kappa
Lambda

Mii

Nii

O

Pi

Variiertes Pi
Theta

Rho
Variiertes Rho
Sigma
Variiertes Sigma
Tau

Upsilon
Omega

Xi

Psi

Zeta

Sl e Jlee S

NO HOoZEER~TH ©
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™
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27m-periodisch, 89, 100
=, 4

Dif(z), 111

N(P), 79

6(P), 79

&4

I

S
IS o ot ot

)

)

)

oA < W

YV, 9

V/2 irrational, 5

v, 4

A, 4

o(B), 158

e*, 52

i, 25

n—dimensionaler Vektorraum, 102

Ubungsaufgaben
Loésungen, 191

iiberabzéhlbar, 163

Abbildung, 12
abgeschlossene Teilmenge, 107
Ableitung, 61, 115

sin und cos, 65

~der Potenzfunktion, 64

vektorwertige ., 65
Abschluss von Q, 157
absolut konvergenzt, 45
Abstand

~von Gerade, 25

~von Punkten, 33
abzihlbar, 161
Addition

von Vektoren, 17
Additionsaxiome, 5
alternieren, 41
Anfangsbedingung, 102
Anfangsbedingungen, 101
Anfangswertproblem, 97
Aproximation, 72, 79
Arbeit, 172
Assoziativgesetz

der Addition, 5

der Multiplikation, 6
Aussage, 4

Index

193

Aussageform, 4

Banachraum, 142
Banachscher Fixpunktsatz, 139, 142
Basis, 18, 24, 102

negative., 25

orthonormale, 20

positive~, 25

Standart., 25
Basis von V, 18
Beschleunigung, 94
beschrankt, 39
beschriankte Teilmenge, 108
Betrag, 11, 12

~von komplexen Zahlen, 27
Betragsfunktion, 11
Beweis

der Eindeutigkeit, 9

der Existenz, 9
bijektiv, 13
Bild, 13
Bildbereich, 13
Bilinearitét, 19, 22
Binominalkoeffizienten, 7
Bolzano-Weierstrass, 41, 86, 109

Cauchy-Schwarz Ungleichung, 116
Cauchy-Schwarz-Ungleichung, 12, 19
Cauchyfolge, 141, 155

Existenz, 142
charakteristische Funktion, 164
charakteristisches Polynom, 102
Copyright, 1

Dampfung

schwache, 96

starke, 96
definiert, 4
Definitionsbereich, 13
Determinante, 24
Diagonalelemente, 134
Diagonalform, 134
Diffeomorphismus, 135, 165
Differentialgleichung, 18, 98
Differentialgleichungen, 101
Differentialquotient, 115
Differentialrechnung, 61

in R", 111
differenzierbar, 115



Differenzierbarkeit, 61
Dirichletfunktion, 84
Distributivaxiome, 6

Divergenz, 183

Doppelkegel, 21
Dreiecksungleichung, 11, 116, 143
Durchmesser von @, 157

Ebene, 21, 23
Ebene im Vektorraum, 18
Eigenschaften des Riemann-Integral, 83
einfach zusammenhéngend, 177
Einheits normaler Vektor, 182
Einheitsnormalen Vektor, 183
Einheitsvektoren, 24
Einheitswurzel, 28
Element der Menge, 5
Ellipse, 149
euklidischer Raum, 17
Euler, 47
Eulersche Formel, 27
Exponentialfunktion, 48, 50
Exponentialfunktion,Beispiele, 93
Extremalaufgaben, 129

mit Nebenbedingung, 152
Extremum, 66

lokales.., 66

Fakultat, 7
Fallunterscheidung, 9
Faltung, 90, 192
Feder, 94
Fehler der Taylorannaherung, 74
Fejér, 91
Flache, 23, 24
unter Graph, 79
Fluss, 183
Folge, 13
~stetiger Funktionen, 56
hat zur..., 4
Teil., 41
Fourier
Koeffizienten, 90
Reihen, 89
freie Variablen, 4, 14
Fubini, 165
Fundamentalsatz
~der Algebra, 28
~der Differential- und Integralrechnung, 84
Fundamentalsatz der Diff. und Integralrechnung, 84
Fundamentalsazt
der Differential und Integralrechnung, 121
Funktion, 12
explizte, 144
implizite, 144
Funktionalmatrix, 114
Fussball, 173

Gedampfte Schwingung, 94
Geraden, 25

Geschwindigkeit, 94, 171

gilt, 4

glatte Fldche, 150, 152, 169, 180
glatte Kurve, 148, 156, 168

INDEX

gleichmaéssig stetig, 85
globales Minimum, 129
Gradient, 152

Gradienten Vektorfeld, 172
Gradienten von f, 129
Gradientenvektorfeld, 175
Gravitationsfeld, 171
Greensche Formel, 179
Grenzwert, 36
Grundlagen, 4

Hessesche Normalform, 128
Hospital,Regel von., 71

I-Form, 174
Identitat, 13
Imaginérteil, 26
impliziert, 4
Implizite Differentiation, 144
Index von z, 135
Indexmenge, 107, 108
indirekter Beweis, 8, 38
Induktion, 8, 11
Infimum, 42, 191
Inhomogene Gleichung, 103
injektiv, 13
innere von A, 162
Inneres Produkt

Standart. .., 20
inneres Produkt, 12
Integral, 80
Integralrechnung, 79
Intervall

offenes., 65
Inverse, 140
inverse Funktionensatz, 136
Inversensatz, 146
inverses Element

der Addition, 5

der Multiplikation, 6

Jacobi-Identitat, 22
Jacobimatrix, 114, 138, 146

Korperaxiome, 5
Kapazitiat, 96
kartesische Koordinaten, 166
Kegel, 21
Kettenregel, 118, 135, 145, 170
Koeffizienten, 123
Kommutativgesetz
der Addition, 5
der Multiplikation, 6
kommutieren, 122
kompakt, 163
kompakte Teilmenge, 108
komplexe Analysis, 136
komplexe Zahlen, 25
konjugiert, 26
Rechenregeln, 26
Komposition, 13
konjugiert komplexe Zahlen, 26
konservativ, 175
konstante Koeffizienten, 101

194



INDEX 195

Konstantenregel der Integrationsrechnung, 192 Multilinearitat, 24
kontrahierende, 139 Multiplikationsaxiome, 6
Kontraktion, 142, 155 Multiplizitéit, 103
Kontraktionsprinzip, 142
konvergente Folge, 107 Naherung, 72
Konvergenz, 14, 36, 37, 140 Nebenbedingung, 152
Konvergenzradius, 48, 50 negativ definiert, 133
konvex, 69, 78 neutrales Element
Koordinaten der Ebene, 12 der Addition, 5
Koordinatenwechsel, 135 der Multiplikation, 6
Korn, 79, 158 Newtons Gleichungen, 94
Krifte, 171 nicht, 4
Kraftfeld, 172 nicht degeneriert, 134, 155
Kreuzprodukt, 181 Norm, 19, 23, 121
Kreuzreferenzierung, 1 Eigenschaften, 116
kritischer Punkt, 130, 132 einer Matrix, 116
kritischer Punkt von f € C1(Q), 130 euklidische, 19, 31, 65, 77
Normalisierung, 24
Lénge der Kurve, 168 Nullmatrix, 116
Losungen der Ubungsaufgaben, 191 Nullmenge, 161
Ladungsmenge, 96 Nullstelle, 28
Lagrange Multiplikatoren, 153 Nummerierung von Lemmata u.4., 1
Lebesque-Integral, 84
Limes, 14, 36 obere Hemisphiére, 171
~funktion, 56 Oberflachenintegral, 181
linear unabhéngig, 18 Oberflachenintergral, 182
linearer Unterraum, 112, 149 Oberflachenvolumen, 157
Linienintegral, 168 Obersumme, 79, 158
Lipschitz-stetig, 31, 98 oder, 4
Logarithmenregeln, 191 offene Quader, 157
Logarithmus, 52 offene Teilmenge, 106, 114
Stetigkeit, 53 offenen Itervall (a,b), 106
Logik, 4 offener Ball, 106
der Aussagen, 4 offener Quader, 157
lokales Minimum, 152, 156 Operationen der Vektoralgebra, 17
lokales Minimum von f, 129 Operator, 101
Ordnungsrelation, 6
Magnetfeld, 172 orthogonal, 24, 152
Mass, 164 Orthogonalitétsrelation, 89
Matrix
positiv definiert, 130 Parabel, 85
symmetrische, 128, 130 Parallelpipeds, 24
Maximum Parametrisierung, 170
globales, 66 Partialsumme, 43, 46, 58
lokales-, 66 partielle Ableitung, 111
mehrdimensionale Rdume, 109 Hohere, 120
Mehrfach Integrale, 157 Partielle Integration, 88
mehrfache, 103 Partition, 79, 157
Menge, 4, 5 Partition B, 157
der komplexen Zahlen, 5 Polarkoordinaten, 27, 166
der reellen Zahlen, 5 Polynom, 28, 33, 73, 103, 123
Mengen positiv definiert, 19, 130
der reelen Zahlen, 5 Potential, 172
metrischer Raum, 31, 33, 142 Potenzfuktionen, 122
Micky-Maus Beispiel, 88 Potenzreihe, 48, 75
Mittel Produktzeichen, 7
arithmetisches, 10 Projektion, 25
geometrisches, 10 Punktmasse, 171
Mittelwertsatz, 68, 69, 74
fiir hohere Dimensionen, 132 Quantoren, 5
monoton es gibt, 5
~fallend, 39 es gibt genau ein, 5
~wachsend, 39 es gibt kein, 5

Morselemma, 135 fiir alle, 5



Radioaktiver Zerfall, 93
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Integral, Eigenschaften des~, 83
integrierbar, 80, 84, 87
Riemann integrierbar, 158
Rolle,Satz von.., 68
Rotation, 180

Sattelpunkt, 133
Satz
Banachscher Fixpunktsatz, 139, 142
Bolzano-Weierstrass, 141
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Tangentenvektor, 96
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Taylor
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Untersumme, 79, 158

Urbild, 108

Vektorfeld, 171
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Bedeutung, 22
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vertraglich, 183
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