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5. Euklidische Vektorräume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
6. Orthogonale Projektion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
7. Schmitt’sche Orthogonalisierungsverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
8. Lineare Abbildunge. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
9. Spiegelung im R

2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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KAPITEL 1

Grundlagen

�1
26.10.011. Schreibweisen

Algebra: Formales Rechnen. Beispielsweise Polynome (x2 − 1) + (2x)2 = (x2 + 1)2. Variabeln
werden mit oder ohne Indizes geschrieben. Es gilt folgende Abkürzung:

n∑
i=1

ai := a1 + a2 + · · · + an

Quadrat einer Summe:(
n∑

i=1

ai

)2

=

(
n∑

i=1

ai

)
·
(

n∑
i=1

ai

)

= (a1 + a2 + · · · + an) ·
n∑

i=1

ai

Distributivgesetz →

= a1 ·
n∑

i=1

ai + · + an ·
n∑

i=1

ai

= a1(a1 + · · · + an) + a2(a1 + · · · + an) + · · · + an(a1 + · · · + an)

= ( a1 · a1 + a1 · a2 + · · · + a1 · an)+

(a2 · a1 + a2 · a2 + · · · + a2 · an)+

...
. . .

= (an · a1 + · · · + an · a2 + · · · + an · an )

= ( a2
1 + a2

2 + · · · + a2
n ) + (a1a2 + a2a1)+

(a1a3 + a3a1) + · · · + (a1an + ana1)+

(a2a3 + a3a2) + · · · + (an−1an + anan−1

=

(
n∑

i=1

a2
i

)
+ (2a1a2 + · · · + 2a1an) + (2a2a3 + · · · + 2a2an) + · · · + 2an−1an

=

(
n∑

i=1

a2
i

)
+


 n∑

j=2

a1aj


+


 n∑

j=3

2a2aj


+ · · · +


 n∑

j=n

2an−1aj




=

(
n∑

i=1

a2
i

)
+


 n∑

i=1


 n∑

j=i+1

2ai · aj




 =

∑
1≤i≤n

a2
i +
∑
1≤i

∑
<j≤n

2ai · aj �

Definition: Lineare Algebra: Alles was mit linearen Gleichungen zu tun hat.
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2. LÖSEN VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN 5

Beispiel 1.1:

I
II

∣∣∣∣ 3x +4y = 1
2x +3y = 4

∣∣∣∣
2. Lösen von linearen Gleichungssystemen

1. Methode: Auflösen nach x.

x =
4 − 3y

2
Einsetzen−→ 3 · 4 − 3y

2
+ 4y = 1

2. Methode:

I − II :
∣∣∣∣ x +y = −3

2x +3y = 4

∣∣∣∣ III
I

II − 2III : y = 10

Einsetzen : x = −13 ⇒ Lösungssystem hat 1 Lösung (x, y) = (−13, 10)

Beispiel 1.2:

I
II

III

∣∣∣∣∣∣
x +2y +z = 5

2x −z = 2
−4y −3z = −8

∣∣∣∣∣∣
Für z beliebig ist (x, y, z) mit x := 2+z

2 , y := 8−3z
4 die Lösung.



KAPITEL 2

Gausssches Eliminationsverfahren

�2
2.11.01∣∣∣∣∣∣∣

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

...
...

...
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

∣∣∣∣∣∣∣
Zeilenoperationen: ⇒ Lösungsmente bleibt gleich

(a) Vertauschen von Zeilen
(b) Multiplizieren (Division) einer Zeile einer Zeile mit einer Konstante �= 0
(c) Addieren (Subtrahieren) eines Vielfaches einer Zeile zu einer anderen.

1. Koeffiziente

n + 1 Spalten

m Zeilen

a11 a12 · · · a1n b1

a21 . . . . . . . . . . . . . . . b2

...
...

am1 am2 · · · amn bm

Verfahren:

(1) Ist die erste Spalte = 0, wähle i so, dass aij �= 0 und vertausche Zeile 1 mit i.
(2) Subtrahiere ai1

a11
mal die erste Zeile von der i-ten Zeile für i ≥ 2.

(3) Wiederhole das Verfahren für die ”Submatrix“ a22 − anm

Eine Zeile der Form (0 · · · 0bi) entspricht der Gleichung 0 = b.

Fall 1: Ist das Element in der letzten Zeile von vorletzten Spalte �= 0, so hat das lineares
Gleichungssystem keine Lösung

Fall 2: Ist das letzte führende Element a = 0, so bedeutet jede Zeile (0 · · · 0| ∗︸︷︷︸
ite Zeile

+)

ausgedrückt werden kann in Termen von xi+1 + · · · + xn

Gausssches Verfahren:

(1) Bringe das LGS in Zeilenstufenform
(2) Entscheide Lösbarkeit
(3) Rückwärtseinsetzen

Die Lösungen sind gegeben durch

xi = bi −
n∑

j=r+1

aij · xj

Es ist auch möglich mehrere Gleichungssysteme mit selber rechten Seite zusammen zu lösen

6



1. KOEFFIZIENTE 7

Beispiel 2.1:

a11 · · · a1n b11 b12 . . . b1l

...
...

...
am1 . . . anm bm1 bm2 . . . bml

Definition: Bei einem Homogenen Gleichungssystem ist die rechte Seite Null, es existiert also die
trivial Lösung x1 = x2 = . . . = xn = 0. Es ist r ≤ n

⇒ In der Lösung hat es n − r wählbare Parameter
⇒ Eine Lösung ist eindeutig, wenn r = n
⇒ Ein homogenes LGS hat eine nicht trivial Lösung, wenn r < n
⇒ Es ist r = m genau dann, wenn das LGS für beliebige rechte Seite eine Lösung gibt.



KAPITEL 3

Matrizenrechnung

�3
9.11.01

Definition: Die Matrix bezeichnet ein Schema, mit m Zeilen und n Spalten → sogenannte m×n-
Matrix.

A =


a11 . . . a1n

...
...

am1 . . . amn




wobei der erste Index die Spalte, der zweite die Zeile bezeichnet.

Spezialfälle:

1 × n Matrix: Zeilenvektor v = (v1, v2, . . . , vn)

m × 1 Matrix: Spaltenvektor


v1

v2

.

.

.
vn




1 × 1 Matrix: Skalar, wird mit R identifiziert.
n × n Matrix: quadratische Matrix

1. Operationen

Sei A = (aij)ij eine m × n-Matrix.

Definition: Die zu A transponierte Matrix AT ist die n×m Matrix AT = (aij)i≤j≤m

1≤i≤n
= (aji) 1≤j≤n

1≤n≤m

Beispiel 3.1:


1 2
2 0
3 0
4 0




T

=
(

1 2 3 4
2 0 0 0

)

• Sei t eine Zahl: t · A = (taij)mn

• Seien A, B zwei m × n-Matrixen: A · B ist m × p-Matrix A · B =
∑n

j=1 aij · bij

• Aij m × n-Matrix: A · B ist m × p-Matrix

2. Matrizenmultiplikation

i =


. . . . . . . . . . . . .

ai1 · · · ain

. . . . . . . . . . . . .


 ·




... b1k

...
...

...
...

... bnk

...


 =


. . . . . . . . . . . . .

. . . aik . . .

. . . . . . . . . . . . .




Beispiel 3.2:(
2 4 1
0 1 −2

)
·

 2 2 5

4 0 1
5 4 1


 =

(
2 · 3 + 4 · 4 + 1 · 5 )

8



2. MATRIZENMULTIPLIKATION 9

Beispiel 3.3:

(
1 2 3 4

) ·



1
2
3
4


 = 1 · 1 + 2 · 2 + 3 · 3 + 4 · 4 = 30 = skalar




1
2
3
4


 · (1 2 3 4

)
=




. . . .

. . . .

. . . .

. . . .


 = 4 × 4 − Matrix

Diese Multiplikation ermöglicht einfache Rechenoperationen. Sei

U =




1 0
1

λ
1

0 1




Dann ist

U ·


a11 · · · a1n

...
...

am1 · · · amn


 =




a11 . . . . . . . . . . . . . . . a1n

...
...

λ · ai1 · · · λ · aij · · · λ · ain

...
...

am1 . . . . . . . . . . . . . . . amn




Sei

V =




1
. . .

0 1
1 0

. . .
1




Diese Matrix bewirkt ein Vertauschen der k-ten mit der l-ten Zeile. Sei

W =




1
1 λ

. . .
1

1




Diese Matrix bewirkt ein addieren von λ mal der lten Zeile (Spalte in der λ steht) zur k-ten Zeile
(Zeile in der λ steht)

W · A =


 m∑

j=1




1 i = j

λ i=k
j=l

0 sonst


 · djk




i,k

=

(
aik +

{{
λ · alk falls i = k

0 sonst

})
i,k



3. EXPLIZITE BESTIMMUNG VON A−1 10

Rechenregeln:

0mn + A = A A + B = B + A

(A + B) + C = A + (B + C) Im · A = A

A · In = A (A · B) · C = A · (B · C)

(A + B) · C = A · C + B · C (AT )T = A

(A + B)T = AT + BT (A · B)T = BT · AT ∗

Nullmatrix:

0mn = (0)m
n

Einheitsmatrix:

In =


1

. . .
1




Beweis ∗:

((aij)i,j · (bik)j,k)T =


∑

j

aijbjk


T

i,k

=


∑

j

akjbji




i,k

= (bij)i,j · (akj)j,k = ((bij)i,j)
T · ((ajk)j,k)T

Definition: Eine m × m-Matrix heisst invertierbar, falls eine m × m-Matrix A′ existiert, so dass

A · A′ = In

A′ heisst Inverse von A

Satz 1: Ist A invertierbar

(a) gibt es genau eine Inverse
(b) gilt A · A′ = In, AA′ = In ⇔ A′A = In

Beweis: Sei AA′ = In

(1) ∀ Spaltenvektoren b der Länge n gilt b = Inb = (AA′)b = A(A′b), dass heisst A′b ist eine
Lösung des Linearen Gleichungssystems Ax = b
⇒ lösbar für alle g
⇒ die Lösung ist eindeutig
⇒ A′ in dem Linearen Gleichungssystems ist auch eindeutig �

(2) A = InA = (AA′)A = A(A′A), dass heisst, AA′ und In sind Lösungen des Linearen
Gleichungssystems Ax = A. Es ist eindeutig lösbar, also A′A = In �

�3
16.11.01

3. Explizite Bestimmung von A−1

Beispiel 3.4:

A =


1 1 1

1 2 3
1 4 9






3. EXPLIZITE BESTIMMUNG VON A−1 11

Man wendet das Gaussverfahren für die Matrix (A, I3) an.
 1 1 1

1 2 3
1 4 9

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1





 1 1 1

0 1 3
0 0 2

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−1 1 0
2 −3 1





 1 0 0

0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
3 −5/2 1/2
−3 4 −1
1 −3/2 1/2


 = (I3, A

−1)

Satz 2: Jede invertierbare Matrix ist ein Produkt der Elementarmatrizen . Macht man keine
Zeilenvertauschungen, so entsteht aus (A, In) eine Matrix (R,U)

V · (A, In) = (R,U)

= (V A, V )
⇒ V = U, UA = R

Setze L := U−1

A = LR

Definition: Permutationsmatrix := Einheitsmatrix modifiziert durch Zeilenvertauschungen.

Satz 3: Für jede m × n-Matrix A existieren
• eine m × m-Permutationsmatrix P
• eine m × n-Linksdiagonalmatrix
• eine m× n-Matrix so dass PA = LR. L mit Diagonaleinträgen 1, R in Zeilenstufenform.

Dies nennt man LR-Zerlegung

Satz 4: Sei A eine quadratische Matrix, es sind folgende Aussagen äquivalent:
(a) A ist invertierbar
(b) Für jedes b ist Ax = b eindeutig lösbar

(c) Die Gleichung Ax =


0

...
0


 hat nur die Nulllösung

Beweis: (a) ⇒ (b) wurde bereits gezeigt. (a) ⇐ (b) ist Spezialfall b =


0

0

.

.

.
0


 �

Beachte: Ax = b ⇒
A−1(Ax) = A−1b

(A−1A)x = Inx = x

� Ax = b ⇔ x = A−1b

Eigenschaften:

(d) A invertierbar ⇒ A−1 invertierbar, denn (A−1)−1 = A
(e) A,B invertierbar ⇒ A · B invertierbar, (AB)−1 = B−1A−1

(f) In ist invertierbar und I−1
n = In

(g) A invertierbar ⇒ AT invertierbar und (AT )−1 = (A−1)T



4. LINEARE ABBILDUNGE 12

Beweis e):

(AB)(B−1A−1) = (A(BB−1)A−1) = A(InA−1)
= AA−1 = In

Dreiecksmatrix:

(i) Eine Dreiecksmatrix ist invertierbar genau dann, wenn alle Diagonaleinträge �= 0.
(ii) Die Inverse einer Dreiecksmatrix ist wieder eine Dreiecksmatrix.
(iii) Dreiecksmatrix mal Dreiecksmatrix gleich Dreiecksmatrix

Elementarmatrizen: Elementarmatrizen sind Matrizen, die aus einer Einheitsmatrix entstehen
durch addieren eines Vielfachen (�= 0) einer Zeile zu einer anderen

A =


1 λ

. . .
1


 A−1 =


1 −λ

. . .
1




. . . durch Multiplizieren einer Zeile mit einer Konstanten λ

A =




1
. . .

λ
. . .

1


 A−1 =




1
. . .

1
λ

. . .
1




. . . durch Vertauschen zweier Zeilen

A =




1
0 1
1 0

1


 A−1 =




1
0 1
1 0

1




4. Lineare Abbildunge
�5
12.1.02

Definition: Eine Abbildung f : V → W zwischen zwei Vektorräume heisst linear, falls gilt:
(a) f(v + v′) = f(v) + f(v′)
(b) f(λv) = λ · f(v) ∀ v, v′ ∈ V und λ ∈ R

Bemerkung: f linear ⇒ f(0V ) = 0W , denn f(0V ) = f( 0︸︷︷︸
R

·0V ) b= 0 · f(0V ) = 0W

Beispiel 3.5: A : m × n-Matrix → f : R
n → R

m, x �→ Ax ist linear.

(a) A(x + y) = Ax + Ay

Beispiel 3.6: V = Raum aller Polynome in t = {a0 + a1t + · · · + antn|ai ∈ R}
f : V → V, p(t) �→ dp

dt (t)
(λp)′ = λ︸︷︷︸

=0

·p + λ · p′ = λp′

Beispiel 3.7: V = C[a, b] → R, I : u(t) �→ ∫ b

a
u(t) · k(t)dt für beliebiges, festes k(t) ∈ C[a, b]
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Sei jetzt v1, . . . , vn eine Basis von V und
w1, . . . , wm eine Basis von W

Ist f : V → W linear, so schreibe

f(vj) =
m∑

i=1

aij · wi

für jedes j = 1, . . . , n. Die Matrix A = (aij)ijheisst (Darstellungs-)Matrix von f bezüglich der
Basen v1, . . . , wj , . . .

Beispiel 3.8: Ist f : R
n → R

m, x �→ Ax wie oben mit A(aij)ij . ei =




0

.

.

.0
1
0

.

.

.
0


 Standartbasis.

f(ej) =


 aii · · · ain

...
...

an1 · · · anm


 ·




0
...
0
1
0
...
0




=


a1j

...
amj




=
m∑

i=1

aij ·




0
...
0
1
0
...
0




=
m∑

i=1

aij · ei

Fazit: Die Matrix der linearen Abbildung x �→ Ax bezüglich der Standartbasis ist gleich A.

Allgemein: Zu jeder m×n-Matrix A = (aij)ij existiert genau eine lineare Abbildung f : V → W
mit Matrix A bezüglich der Basen v1, . . . und w1, . . . , nämlich

f


 n∑

j=1

λjvj




︸ ︷︷ ︸
endliche LK

=
n∑

j=1

λj ·
m∑

i=1

aij · wi

Beispiel 3.9: Die Matrix der identischen Abbildung V → V, x �→ x bezüglich derselben Basis
v1, . . . , vn ist stets die Einheitsmatrix In

f(vi) = vi

Die Matrix der Nullabbildung x �→ 0 bezüglich jeder Basis ist die Nullmatrix.
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Beispiel 3.10: Drehung im R
2 Standartbais von R

n (Standartbasis von R
n)

f

(
1
0

)
=
(

cos δ
− sin δ

)

f

(
0
1

)
=
(− sin δ

cos δ

)

⇒ A =
(

cos δ − sin δ
sin δ cos δ

)

5. Spiegelung im R
2

Spiegelung an 〈
(

2
1

)
〉 Ansatz: f

(
2
1

)
=
(

2
1

)
, f

(−1
2

)
=
(

1
−2

)

⇒ A

(
2 −1
1 2

)
=
(

2 1
1 −2

)

⇒ A =
(

2 1
1 −2

)
·
(

1 −1
1 2

)−1

=
(

2 1
1 −2

)
· 1
5
·
(

2 1
−1 2

)

=
1
5
·
(

3 4
4 −3

)

Beispiel 3.11: A =
(

1 1
0 1

)
:
(

1
0

)
�→
(

1
0

)
,
(

0
1

)
�→
(

1
1

)
heisst Scherung

Beispiel 3.12:
a 0 0

0 b 0
0 0 c


 :


x

y
z


 �→


ax

by
cz




achsenparallele Streckung um die Faktoren a, b, c in X,Y bzw. z−Richtung

Allgemeiner: eine Abbildung der Gestalt R
n → R

n, x �→ Ax + b heisst affin-linear

Satz 5:

(a) Die Komposition zweier linear-Abbildungen
g→ V

f→ W ist linear: f ◦ g : U → W ,
w �→ (f ◦ g)(u) = f(g(u))

(b)

Sei u1, . . . , ul eine Basis von U
Sei v1, . . . , vm eine Basis von V
Sei w1, . . . , wn eine Basis von W
Sei A die Matrix von f bezüglich dieser Basis
Sei B die Matrix von g bezüglich dieser Basis
so ist A · B die Matrix von f ◦ g bezüglich dieser Basis

Beweis: R
l g→ R

m f→ R
n

y �→ By, x �→ Ax

}
y �→ By �→ A(By) = (AB)y

Satz 6: Eine lineare Abbildung f : V → W ist bijektiv, genau dann, wenn dimV = dimW und
die Darstellungsmatrix (bezüglich beliegier Basen) invertierbar ist. Und dann ist f−1 : W → V
(f(v) = w ⇔ v = f−1(w)) wieder linear und hat Darstellungsmatrix A−1
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Idee: f : R
n → R

n, x �→ Ax, A invertierbar ⇒
Ax = y ⇔ x = A−1y

Sei v1, . . . vn eine Basis von V und v′
1, · · · , v′n eine weitere Basis von V Sei:

v′
j =

n∑
i=1

tij · vi

mit t, y ∈ R. Die Matrix T = (tij) heisst Basiswechselmatrix.

Satz 7: T ist invertierbar, und T−1 = (t′ij)ij ist die umgekehrte Basiswechselmatrix.

vj =
n∑

i=1

t′ij · v′
i

Satz 8: Sei f : V → V linear und A deren Matrix bezüglich v1, . . . , vn, B deren Matrix bezüglich
v′
1, . . . , v

′
n. Dann gilt: B = T−1 · A · T

6. Bezeichnung zu Unterräumen

Sei f : V → W linear.

Definition:

(i) Die Menge Kern(f) := {v ∈ V|f(v) = 0}
(ii) Die Menge Bild(f) := {f(v)|v ∈ V} heisst Bild von f

Satz 9:

(a) Kern(f) ist ein Unterraum von V

(b) Bild(f) ist ein Unterraum von W

Beispiel 3.13: f : R
n → R

n, x �→ Ax.

(a) Kern(f) = {x ∈ R
n|Ax = 0} homogenes LGS

(b) Bild(f) = {b ∈ R
m|das LGS Ax = b ist lösbar}

�6
30.11.01

Beachte:

det




1
. . .

λ
1


 = λ

det




1 · · · 0
. . .

...
... λ

. . .
0 · · · 1


 = 1

det




1 · · · 0

0 1
...

... 1 0
0 · · · 1


 = −1

Satz 10: Für je zwei m × n Matrizen A,B gilt: det(AB) = (det(A)) · (det(B)).
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Beweis: Das gilt wenn A eine Elementarmatrix ist. Es gilt für jedes Produkt von Elementarma-
trizen, denn:

det(AA′B) = det(A) · det(A′B) falls es gilt fürA
= det(A) · det(A′) · det(B) falls es gilt fürA′

Bemerkung: PA = LR︸ ︷︷ ︸
Zeilenform

→ R ist invertierbar LR-Zerlegung

R ist invertierbar ⇒ Aussage gilt für R anstelle A oder die letzte Zeile von R ist Null
A = P−1LR ⇒ letzte Zeilen RB ist Null ⇒ det(RB) = 0 ⇒ gilt für A. �
Satz 11: A ist invertierbar ⇒ det(A) · det(A−1) = det(AA−1) = det(In) = 1
A nicht invertierbar ⇒ LGS Ax = 0 hat eine nicht triviale Lösung.
A = P−1LR ⇒ LGS Rx = 0 hat eine nicht triviale Lösung ⇒ det(R) = 0 ⇒ det(A) = 0 �

Sei A =


 1 a1 a2

1 · · · an−1
1

...
...

...
...

...
1 an a2

n · · · an−1
n


 =

(
aj−1

i

)
i,j

Behauptung:

Vandermonde Determinante det(A) =
∏

1≤j≤n

(aj − ai) (1)

Entwickeln nach der ersten Zeile. Ziehe Faktoren (ai − a1) aus jeder Zeile heraus.

= (a2 − a1) · · · · · (an − a1) det

∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a2

1 · · · an−2
1

...
...

...
...

...
1 an a2

n · · · an−2
n

∣∣∣∣∣∣∣
= (a2 − a1) · · · (an − a1)(a3 − a2) · · · (an−2 − an)

∣∣∣∣ 1 an−1

1 an

∣∣∣∣
Satz 12: Für paarweise verschiedene a1, . . . , an und beliebige b1, . . . , bn∃! Polynom f(x) = c0 +
c1x + · · · + cn−1x

n−1 vom Grad ≤ n − 1 mit f(a1) = bi∀i = 1, . . . , n

Beweis: Die Gleichung c0 + c1a1 + · · · + cn−1a
n−1
i = bi sind ein LGS der Form Ac = b mit A wie

oben,

c =


 c0

...
cn−1


 , b =


 b1

...
bn


⇒ ∃! LGS ♥



KAPITEL 4

Vektoren

1. Vektorraum

Bemerkungen:

• Es gelten die selben Regeln wie für R

• Ich darf zwei Vektoren nicht mit einander multiplizieren.
• Ich darf zwei Vektoren addieren.

R
n =




 a1

...
an


 |a1, . . . , an ∈ R|




Addition:
 a1

...
an


−


 b1

...
bn


 =


 a1 − b1

...
an − bn




Skalare Multiplikation:

λ


 a1

...
an


 =


 λa1

...
λan


 λ ∈ R

Koordinaten: Jeder Vektor �v hat eine eindeutige Darstellung �v = λ1 · �v1 + λ2 · �v2 + λ3 ·
�v3 λ1, λ2, λ3 ∈ R

Beispiel 4.1: Mm×n(R) Raum der m × n-Matrizen. Raum der Folgen (a1, a2, a3, . . . ) mit
ai ∈ R mit elementweiser Addition und elementweiser skalarer Multiplikation Abb(X, R) := {f :
X ⇒ R, Abbildung } für eine beliebige Menge. Mit (f +g)(x) = f(x)+g(x) und (λ·f)(x) = λ·f(x).

Raum der Polynome:


x �→ | n beliebig
a0 + a1x + · · · anxn | a1, · · · , an ∈ R

Abbildung R �→ R

Sei V ein Vektorraum. Eine Teilmenge U ⊂ V heisst Vektorraum, falls
(i) 0 ∈ U
(ii) u, u′ ∈ U ⇔ u + u′ ∈ U ⇔ u + u′ ∈ U
(iii) u ∈ U, λ ∈ R ⇔ λu ∈ U

Damit ist U selbst ein Vektorraum

Beispiel 4.2:
(i) Gerade oder Ebene durch Nullpunkt in Ausdehnungsraum
(ii) Der Durchschnitt zweier Unterräume ist ein Vektorraum
(iii) Die Lösungsmenge homogener LGS ist ein Unterraum des R

n

17
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Denn: Ax = 0 hat Lösung 0
Ax = 0, Ay = 0 ⇔ A(x + y) = Ax + Ay = 0 + 0 = 0
A(λx) = (Aλ)x = λ(Ax) = λ · 0 = 0.

2. Linearkombinationen
7.12.01

�7
7.12.01

Sei V ein Vektorraum, und v1, v2, · · · , vn ∈ V

Definition: Eine Linearkombination (LK) von v1, v2, · · · , vn ∈ V ist eine Antwort λ1v1 + · · · +
λnvn ∈ R

Linearkombination: λ1v1 + · · · + λnvn ∈ R (2)

Zentrale Frage:

(a) Welche Vektoren in V kann man so darstellen?
(b) Sind die λ1, · · · , λn eindeutig bestimmt?

Beispiel 4.3: 0 = 0 · v1 + · · · + 0 · vn. Nullvektor

Definition: Für S = {v1, · · · , vn} setzen wir 〈S〉 := {λ1v1, · · · , λnvn | λ1v1 + · · ·λnvn ∈ R}
“Erzeugnis von S“

Behauptung: 〈S〉 ist ein Unterraum von V

Beweis:

(i) 0 ∈ 〈S〉 : siehe oben

(ii) v = λ1v1 + · · ·λnvn ∈ 〈S〉
λ′

1v1 + · · ·λ′
nvn ∈ 〈S〉

⇒ v + v′ = · · · = (λ + λ′)v1 + · · · + (λn + λ′
n)vn ∈ 〈S〉

(iii) λ ∈ R, v wie oben ⇒ λv = (λλ1)v1 + · · · + (λλn)vn ∈ 〈S〉

Definition: Sei U ein Unterraum in V Eine Teilmenge S = {v1 + · · · + vn} ⊂ U mit 〈S〉 = U
heisst ein endliches Erzeugungssystem in U

Bemerkung: Für S unendlich besteht 〈S〉 aus den unendlichen LK von Vektoren in S

Beispiel 4.4: Die Funktionen R → R, x �→ 1, x, x2, . . . , xn erzeugen den Raum der Polynomfunk-
tionen vom Grad ≤ n

〈S〉 = {f : x �→ a0 + a1x + · · · + anxn |an ∈ R}

Definition: V heisst endlich erzeugt , wenn V ein endliches Erzeugungssystem besitzt.

Beispiel 4.5: Der Raum aller Polynomfunktionen R → R von beliegigem Grad ist nicht endlich
erzeugt.



2. LINEARKOMBINATIONEN 19

Beweis: Sei S = {f1, . . . , fn} ⊂ V eine Teilmenge. Sei m ∈ N, so dass alle fi Grad ≤ n haben.
Dann ist f(x) = xn+1 /∈ 〈S〉 Denn jeder Polynom in 〈S〉 hat Grad ≤ n

f1(x) =
m∑

j=1

aijx
j

⇒
n∑

i=1

λif(x) =
n∑

i=1

λi

m∑
j=0

aijx
j

=
m∑

j=0

(
n∑

i=1

aij)xj

Wäre xm+1 =
n∑

i=1

λifi =
m∑

j=0

ajx
j

definieren wir die Funktion x → xm+1 −∑m
j=0 ajx

j identisch Null. Ein normiertes Polynom vom
Grad n + 1 hat höchstens n + 1 Nullstellen. Widerspruch.

Beispiel 4.6:
(
1
0

)
,
(
0
1

)
,
(
1
1

)
ist Erzeugende in R

2

z.B.:

(
a
b

)
= a

(
1
1

)
+ (b − a)

(
0
1

)
+ 0
(

1
0

)
Definition: v1 + · · · + vn heissen linear unabhängig falls der Nullvektor nur als triviale Linear-
kombination darstellbar ist, d.h. falls gilt:

∀ λ1, . . . , λn ∈ R

λ1v1 + · · · + λnvn = 0 ⇒ λ1 = · · · = λn = 0
Andernfalls heissen sie linear abhängig

Behauptung: linear unabhängig ⇔ In jeder Linearkombination sind die λi eindeutig.

Beweis:

Sei v = λ1v1 + · · · + λnvn gegeben und λ′
i

Dann ist v = λ′
1v1 + · · · + λ′

nvn

⇔ 0 = v′
1 − v = (λ′

1 − λ1)v1 + · · · + (λ′
n − λn)vn

linear unabhängig ⇔ λ′
1 − λ = · · · = λ′

n − λn = 0
⇔ λ′

1 − λ, . . . , λ′
1 − λn

Behauptung: v1, · · · , vn sind linear abhängig genau dann, wenn eine der vi eine Linearkombina-
tion der übrigen ist.

Beweis: λ1v1 + · · ·λnvn = 0 mit λi �= 0 für ein i.

⇔ λivi = −λ1v1 − · · · − λi−1vi−1 − λi+1vi+1 − · · · − λnvn

⇔ vi = λ1
λi

v1 + · · · + λi−1
λi

vi−1 + λi+1
λi

vi+1 + · · · + λn

λi
vn

Das zeigt ”genau dann“ . . .

Beispiel 4.7:
(
1
0

)
,
(
0
1

)
,
(
1
1

)
sind linear abhängig, denn

(
1
1

)
= 1 · (10)+ 1 · (01)

Beispiel 4.8: Ist eine der vi = 0, so sind v1, · · · , vn linear abhängig. Auch {0} ist linear abhängig.
1 · 0 = 0

Definition: {v1, . . . , vn} heisst Basis von V , wenn jedes v ∈ V eine eindeutige Linearkombination
von v1, . . . , vn ist.
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Basis von V {v1, . . . , vn} (3)

Äquivalent: {v1, . . . , vn} ist linear unabhängiges Erzeugungssystem

3. Standartbasis des R
n

e1 =




1
0
...
0


 , e2 =




0
1
0
...
0


 , . . . , en =




0
...
0
1




Diese bilden eine Basis des R
n

Denn v =




a1

a2

a3

...
an


 = a1




1
0
...
0


+a2




0
1
0
...
0


+· · ·+an




0
...
0
1


 ist die eindeutige Linearkombination

für beliebige v

Satz 13: Jedes Erzeugnissystem von V enthält eine Basis

Beweis: Sei S = {v1, . . . , vn} ein erzeugendes System von V . Ist S linear abhängig, dann existiert
i mit vi ∈< S\{vi} >.

Behauptung: S\{vi} ist erzeugendes System von V . Ohne Beschränkung der Algemeinheit (OB-
dA) sei i = n. Sei vn = λ1v1 + · · · + λn−1vn−1. Jeder v ∈ V lässt sich schreiben als:

v = µ1v1 + · · · + µnvn mit µi ∈ R

= µ1v1 + · · · + µn−1vn−1 + µn(λ1v1 + · · · + λn−1vn−1)
= (µ1 + µnλ1)v1 + · · · + (µn−1 + µn−1λn−1)vn−1 ∈< {v1, . . . , vn−1 > .

Wiederhole solange nötig. Das Resultat ist eine linear unabhängige Teilmenge S′ ⊂ S mit 〈S′〉 =
〈S〉 = V . Falls S unendlich ist, anders . . .

Bemerkung: 〈∅〉 = {0}
Folge: Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine Basis.

Satz 14:

Je zwei Basen von V haben die selbe Anzahl Elemente (4)

Definition: Die Anzahl Elemente heisst die Dimension von V

Beispiel 4.9: Die Dimension des Rn = n �8
14.12.01

Errinnerung: v1, . . . , vn ∈ V heissen Basen V, falls jedes v ∈ V eine eindeutige Linearkombi-
nation v = a1v1 + · · · + anvn ist mit ai ∈ R

Äquivalent: linear unabhängiges Erzeugungssystem

Typische Aufgaben:

(a) Sind diese Eigenschaften erfüllt
(b) Finde eine Basis

Beispiel 4.10: A eine m × n-Matrix. U = {x ∈ R
n | Ax = 0} Gaussverfahren liefert R

in Zeilenstufenform. U = {x ∈ R
n | Rx = 0}.



4. KOMPLEXE ZAHLEN 21

U =


xi1 ,


v11

...
v1n


+ · · · + xir


vr1

...
vrn




xi1 , . . . , xir

∈ R

Die


v11

...
v1n


 , . . . ,


vr1

...
vrn




Beispiel 4.11:

R =


1 5 0

0 0 1
0 0 0




U =




x1

x2

x3


 ∈ R

r

∣∣∣∣∣∣ rx1 + 5x2 = 0
x3 = 0




=




−5
−1
0


x2

∣∣∣∣∣∣ x2 ∈ R




Der Vektor


−5

1
0


 heisst eine Basis von U

(c) Drücke v aus als Linearkombination einer Basis. Das heisst für jedes v1, v2, . . . , vn löse
die Gleichung v = a1v1 + · · · + anvn mit a1 ∈ R. Sind v1, . . . , vn eine Basis des R

n oder

B = (v1, . . . , vn) = n × n-Matrix. B · a = v. a =


a1

...
an




v =


v1

...
vn


 ·


v1 · · · vm

...
...

vn · · · vm




︸ ︷︷ ︸
B

·


a1

...
an


 =

(
v1a1 + · · · + vnan

...

)

Folge: v1, . . . , vn ∈ R
n bilden eine Basis in R

n genau dann, wenn die n × n-Matrix
(v1, . . . , vn) invertierbar ist.

(d) Ist v1, . . . , vn eine Basis von V und w1, . . . , wm eine Basis von V , so sei wi =
∑n

j=1 aijvj

mit aij ∈ R. Die Matrix (aij)i,j=1,...,n heisst Basiswechselmatrix

Basiswechselmatrix: (aij)i,j=1,...,n (5)

4. Komplexe Zahlen

C = {a + bi | a, b ∈ R}, i2 = −1

z = a + bi ⇒ z = a − bi
⇒ zz = (a + bi)(a − bi) = a2 − bi2 = a2 + b2 ∈ R

z
w = zw

ww

Bemerkung: |z| =
√

zz ist reel ≥ 0; und 0 genau dann wenn z = 0
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Komplexe Vektorräume:

Beispiel 4.12: C
n

5. Euklidische Vektorräume

|OP | =
√√

(x2 + y2)
2

+ z2

=
√

x2 + y2 + z2

allgemeiner: x =


x1

...
xn


 ∈ R

n ||x|| :=
√

x2
1 + · · · + x2

n einheitliche Länge von x Standart Skalar-

produkt auf R
n x =


x1

...
xn


 , y =


y1

...
yn




→ (x, y) := 〈x, y〉 := x1y1 + · · · + xnyn Damit ist ||x|| =
√

(x, x) Für x, y �= 0 gilt (x, y) =
||x|| · ||y|| · cos θ wobei θ der Winkel zwischen x, y ist.

Definition: Ein Skalarprodukt auf ein einen reellen Vektorraum V ist eine Abbildung (., .) : V ×
V → R, so dass für alle v, w,w′ ∈ V und α ∈ R gilt:

(a)

(v, w + w′) = (v, w) + (v, w′)
(v, αw) = α(v, w)

(Das heisst (v, w) ist linear in w)
(b) (v, w) = (w, v). (Das heisst symmetrisch)
(c)

(v, v) ≤ 0 und
(v, v) = 0 genau dann, wenn v = 0 ist

Das heisst (., .) ist positiv definiert.

Bemerkung: (a) ∧ (b) ⇒ (v, w) linear in V

Definition: Ist (., .) ein Skalarprodukt auf V , so heisst ||v|| :=
√

(v, v) die zugehörige entstehende
Norm

Beispiel 4.13: V := C[a, b] := {f : [a, b] → R}. Setze

(f, g) :=
∫ b

a

f(t)g(t) dt

Das ist ein Skalarprodukt auf V !
(a)

(f, g1 + g2) =
∫ b

a

f(t)[g1(t) + g2(t)] dt

=
∫ b

a

[f(t)g1(t) + f(t)g2(t)] dt

=
∫ b

a

f(t)g1(t) dt +
∫ b

a

f(t)g2(t) = (f, g1) + (f, g2)

(b) �



5. EUKLIDISCHE VEKTORRÄUME 23

(c)

(f, f) =
∫ b

a

f(t)2︸ ︷︷ ︸
≥0

dt ≥ 0

(f, f) > 0 falls f nicht identisch Null
�9
21.12.01Sei V ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt (., .) (“euklidischer Vektorraum“).

Setze

||v|| :=
√

(v, v)2 ∈ R,≥ 0

Behauptung: || || erfüllt die Eigenschaften
(i) ||v|| ≥ 0, und ||v|| = 0 ⇔ v = 0
(ii) ||αv|| = |α| · ||v|| für α ∈ R, v ∈ V
(iii) ||v + w|| ≤ ||v|| + ||w||

Bemerkung: Eine Abbildung v �→ ||v|| ∈ R mit den Eigenschaften (a)-(c), heisst eine Norm auf
V . Eine Norm der Form ||v|| =

√
(v, v) heisst euklidische Norm.

Norm auf V : v �→ ||v|| ∈ R mit Eigenschaften (a)-(b) (6)

euklidische Norm: ||v|| =
√

(v, v) (7)

Eigenschaft: |(v, w)| ≤ ||v|| · ||w||
Definition: v, w heissen orthogonal , wenn (v, w) = 0 ist.

Satz 15: v, w orthogonal ⇒ ||v + w||2 = ||v||2 + ||w||2 (Pythagoras)

Beweis:

(v + w, v + w) Satz= (v + w, v) + (v + w,w)
Satz= (v, v) + (w, v) + (v, w) + (w,w)
Satz= ||v||2 + 2(v, w)︸ ︷︷ ︸

=0

+||w||2 �

Definition: Ein v ∈ V mit ||v|| = 1 heisst ein Einheitsvektor

Behauptung: Seien e1, . . . , er paarweise orthogonale Einheitsvektoren. Für jedes v = λ1e1 + · · ·+
λrer mit λi ∈ R gilt λi = (ei, v)

Beweis: Beachte

(e1, ej) =

{
1 falls i = j

0 falls i �= j

⇒ (ei, v) =
(
ei,
∑r

j=1 λjej

)
=
∑r

j=1 λj · (ei, ej) = λi · 1 �

Folge: e1, . . . , er sind linear unabhängig

Folge: Ist n = dimV , so bilden je n paarweise orthogonale Einheitsvektoren e1, . . . , en eine Basis
von V , eine Orthonormalbasis
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Folge: Ist e1, . . . , en eine Orthonormalbasis von V , dann gilt für jedes v ∈ V

v = (e1, v) · e1 + · · · + (en, v) · en

Die Standartbasis




1
0
...
0


 , . . . ,




0
...
0
1


 von R

n ist eine Orthonormalbasis bezüglich dem Standartska-

larprodukt




x1

x2

...
xn


 ,




y1

y2

...
yn




 = x1y1 + · · · + xnyn

Bemerkung:

x, y ∈ R
n ⇒ (x, y) = xT · y

= (x1, . . . , xn) ·


y1

...
yn




fT
i fj =

{
1
0

(fT
i , fj)n

i,j = 1

Folge: Gegebene Vektoren f1, . . . , fn ∈ R
n heissen eine Orthonormalbasis, genau dann, wenn die

Matrix A = (f1, . . . , fn) die Gleichung AT · A = In erfüllt. Eine solche Matrix heisst orthogonal

Beispiel 4.14:

1
3


 2 2 −1

2 −1 2
−1 2 2


 ist orthogonal

Beachte: e1, . . . , en paarweise orthogonal heisst ∀ i �= j, ei, ej orthogonal

6. Orthogonale Projektion

Sei e1, . . . , er eine Orthogonalbasis eines Vektorraums V . Für jedes v ∈ V setze

v := (e1, v) · e1 + · · · + (er, v) · er ∈ U

Behauptung: v − v ist orthogonal zu allen Vektoren in U

Beweis:

(ei, v − v2) = (ei, v) − (ei, v)︸ ︷︷ ︸
(ei,v)

= 0
⇒ Für jedes u = λ1e1 + · · · + λrer ∈ U gilt

(u, v − v) =
∑

λi · (e1, v − v) = 0 �
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7. Schmitt’sche Orthogonalisierungsverfahren

Sei v1, . . . , vn eine Basis von V

1. Schritt: Setze

e1 := v1
||v1||

(r + 1)ter Schritt: Seien e1, . . . , er bereits bekann. (Paarweise orthogonale Einheitsvektoren)

Setze

wr+1 = vr+1 −
∑r

i=1(ei, vr+1) · ei

und
er+1 = wr+1

||wr+1||

Dieses Verfahren liefert eine ONB e1, . . . , en von V mit der Eigenschaft

〈{e1, . . . , er}〉 = 〈{v1, . . . , vr}〉

für alle r = 1, . . . , n

Beispiel 4.15: V = R
2, v1 =

(
5
12

)
,v2 =

(
0
1

)
||v1|| =

√
52 + 122 =

√
169 = 13

⇒ e1 = 1
13

(
5
12

)
w2 =

(
0
1

)
−
(

1
13

(
5
12

)
,

(
0
1

))
1
13

(
5
12

)
=

(
0
1

)
− 13

169
5
12 = 1

169

( −5 · 12
169 − 12 · 12

)
= 5

169

(−12
5

)
⇒ e2 = 1

13

(−12
5

)

Behauptung: Die orthogonale Projektion v �→ v hat die folgende Eigenschaft: v ist das eindeutige

Element von U für den ||v − v|| minimal wird.

Beweis: Für jedes v ∈ U gilt

||v − u||2 = ||(v − v + (v − u)︸ ︷︷ ︸
∈U

||2

= ||v − v||2 + ||v − u||︸ ︷︷ ︸
≥0 , 0 genau für u=v

Beachte ein LGS Ax = b mit A der Grösse m× n, zum Beispiel m > n. Suche x, so dass ||Ax− b||
minimal wird.

Satz 16: Jedes x ∈ R
n in der Gleichung

AT · A · x = AT · b

minimiert den Ausdruck ||Ax − b||
Ansatz: y = α + β, gesucht α,β, so dass∑m

i=1(yi − Ati − b)2
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minimal ist.

A =


 t1 1

...
...

tm 1


 x =

(
α
β

)
b =


 y1

...
yN




8. Lineare Abbildunge
�10
12.1.02

Definition: Eine Abbildung f : V → W zwischen zwei Vektorräume heisst linear, falls gilt:

(a) f(v + v′) = f(v) + f(v′)
(b) f(λv) = λ · f(v) ∀ v, v′ ∈ V und λ ∈ R

Bemerkung: f linear ⇒ f(0V ) = 0W , denn f(0V ) = f( 0︸︷︷︸
R

·0V ) b= 0 · f(0V ) = 0W

Beispiel 4.16: A : m × n-Matrix → f : R
n → R

m, x �→ Ax ist linear.

(a) A(x + y) = Ax + Ay

Beispiel 4.17: V = Raum aller Polynom in t = {a0 + a1t + · · · + antn|ai ∈ R}

f : V → V, p(t) �→ dp
dt (t)

(λp)′ = λ︸︷︷︸
=0

·p + λ · p′ = λp′

Beispiel 4.18: V = C[a, b] → R, I : u(t) �→ ∫ b

a
u(t) · k(t)dt für beliebiges, festes k(t) ∈ C[a, b]

Sei jetzt v1, . . . , vn eine Basis von V und
w1, . . . , wm eine Basis von W

Ist f : V → W linear, so schreibe

f(vj) =
m∑

i=1

aij · wi

für jedes j = 1, . . . , n. Die Matrix A = (aij)ijheisst (Darstellungs-)Matrix von f bezüglich der
Basen v1, . . . , wj , . . .

Beispiel 4.19: Ist f : R
n → R

m, x �→ Ax wie oben mit A(aij)ij . ei =




0

.

.

.0
1
0

.

.

.
0


 Standartbasis.
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f(ej) =


 aii · · · ain

...
...

an1 · · · anm


 ·




0
...
0
1
0
...
0




=


a1j

...
amj




=
m∑

i=1

aij ·




0
...
0
1
0
...
0




=
m∑

i=1

aij · ei

Fazit: Die Matrix der linearen Abbildung x �→ Ax bezüglich der Standartbasis ist gleich A.

Allgemein: Zu jeder m×n-Matrix A = (aij)ij existiert genau eine lineare Abbildung f : V → W
mit Matrix A bezüglich der Basen v1, . . . und w1, . . . , nämlich

f


 n∑

j=1

λjvj




︸ ︷︷ ︸
endliche LK

=
n∑

j=1

λj ·
m∑

i=1

aij · wi

Beispiel 4.20: Die Matrix der identischen Abbildung V → V, x �→ x bezüglich derselben Basis
v1, . . . , vn ist stets die Einheitsmatrix In

f(vi) = vi

Die Matrix der Nullabbildung x �→ 0 bezüglich jeder Basis ist die Nullmatrix.

Beispiel 4.21: Drehung im R
2 Standartbais von R

n (Standartbasis von R
n)

f

(
1
0

)
=
(

cos δ
− sin δ

)

f

(
0
1

)
=
(− sin δ

cos δ

)

⇒ A =
(

cos δ − sin δ
sin δ cos δ

)

9. Spiegelung im R
2

Spiegelung an 〈
(

2
1

)
〉 Ansatz: f

(
2
1

)
=
(

2
1

)
, f

(−1
2

)
=
(

1
−2

)
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⇒ A

(
2 −1
1 2

)
=
(

2 1
1 −2

)

⇒ A =
(

2 1
1 −2

)
·
(

1 −1
1 2

)−1

=
(

2 1
1 −2

)
· 1
5
·
(

2 1
−1 2

)

=
1
5
·
(

3 4
4 −3

)

Beispiel 4.22: A =
(

1 1
0 1

)
:
(

1
0

)
�→
(

1
0

)
,
(

0
1

)
�→
(

1
1

)
heisst Scherung

Beispiel 4.23:
a 0 0

0 b 0
0 0 c


 :


x

y
z


 �→


ax

by
cz




achsenparallele Streckung um die Faktoren a, b, c in X,Y bzw. z−Richtung

Allgemeiner: eine Abbildung der Gestalt R
n → R

n, x �→ Ax + b heisst affin-linear

Satz 17:

(a) Die Komposition zweier linear-Abbildungen
g→ V

f→ W ist linear: f ◦ g : U → W ,
w �→ (f ◦ g)(u) = f(g(u))

(b)

Sei u1, . . . , ul eine Basis von U
Sei v1, . . . , vm eine Basis von V
Sei w1, . . . , wn eine Basis von W
Sei A die Matrix von f bezüglich dieser Basis
Sei B die Matrix von g bezüglich dieser Basis
so ist A · B die Matrix von f ◦ g bezüglich dieser Basis

Beweis: R
l g→ R

m f→ R
n

y �→ By, x �→ Ax

}
y �→ By �→ A(By) = (AB)y

Satz 18: Eine lineare Abbildung f : V → W ist bijektiv, genau dann, wenn dimV = dim W und
die Darstellungsmatrix (bezüglich beliegier Basen) invertierbar ist. Und dann ist f−1 : W → V
(f(v) = w ⇔ v = f−1(w)) wieder linear und hat Darstellungsmatrix A−1

Idee: f : R
n → R

n, x �→ Ax, A invertierbar ⇒
Ax = y ⇔ x = A−1y

Sei v1, . . . vn eine Basis von V und v′
1, · · · , v′n eine weitere Basis von V Sei:

v′
j =

n∑
i=1

tij · vi

mit t, y ∈ R. Die Matrix T = (tij) heisst Basiswechselmatrix.

Satz 19: T ist invertierbar, und T−1 = (t′ij)ij ist die umgekehrte Basiswechselmatrix.

vj =
n∑

i=1

t′ij · v′
i
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Satz 20: Sei f : V → V linear und A deren Matrix bezüglich v1, . . . , vn, B deren Matrix bezüglich
v′
1, . . . , v

′
n. Dann gilt: B = T−1 · A · T

10. Bezeichnung zu Unterräumen

Sei f : V → W linear.

Definition:
(i) Die Menge Kern(f) := {v ∈ V|f(v) = 0}
(ii) Die Menge Bild(f) := {f(v)|v ∈ V} heisst Bild von f

Satz 21:
(a) Kern(f) ist ein Unterraum von V

(b) Bild(f) ist ein Unterraum von W

Beispiel 4.24: f : R
n → R

n, x �→ Ax.

(a) Kern(f) = {x ∈ R
n|Ax = 0} homogenes LGS

(b) Bild(f) = {b ∈ R
m|das LGS Ax = b ist lösbar}

�11
18.1.02

Erinnerung: f : V → W linear.
(a) Kernf = {v ∈ V|f(v) = 0} ist UR von V

(b) Bild(f) = . . . ist UR von W

Bemerkung: Die Spaltenvektoren der Abbildungsmatrix bilden ein EZ vom Bild F

Satz 22:
(a) f ist injektiv ⇔ Kern(f) = {0}
(b) f ist surjektiv ⇔ Bild(f) = W

Satz 23: dim Kern(f) + dim Bild(f) = dim V bei Abbildungen f : V → W

Definition: Der Zeilenrang bzw. Spaltenrang ist die Zahl linear unabhängiger Zeilen bzw. Spalten
einer Matrix.

Bemerkung: dim{Ax|x ∈ R
m} = Spaltenrang(A)

Satz 24: S, T invertierbar ⇒ Spaltenrang(A) = Spaltenrang(SAT )

Beweis:

Spaltenrang(S · A · T ) = dim{SATx|x ∈ R
n}

⇔ Tx = y x = T−1y

= dim{SAy|y ∈ R
n}

= dim{Ay|y ∈ R
n} = Spaltenrang(A) �

Satz 25: Für jede Matrix A existieren invertierbare Matrizen S, T so dass

SAT =




1 . . . 0 0 . . .
. . .

...
0 . . . 1
0 0 0 0 . . .
...

...




mit Rang A

Satz 26: Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A) = Rang(A)



12. EIGENVEKTOR 30

Beweis: Mit S, T wie oben gilt:

Spaltenrang(A) = Spaltenrang(SAT ) = r = Rang(A)

Zeilenrang(A) = Spaltenrang(AT ) = Spaltenrang(TT AT ST ) = Spaltenrang((SAT )T )

11. Orthogonale Abbildung

Satz 27: Für jede n × n Matrix A sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) A orthogonal AT A = Im

(b) Die Spalten von A sind eine Orthonormalbasis von R
n

(c) Die lineare Abbildung f : R
n → R

n, x → Ax ist Längenform ∀ x ∈ R
n ||x|| = ||Ax||

(d) f ist orthogonal

Beweis: a) ⇒ b)

(Ax,Ay) = (Ax)T (Ay) − xT

In︷ ︸︸ ︷
AT A

= xT Iny = xT y = (x, y)

Bemerkung: A orthogonal ⇔ det(A) = ±1 �12
25.1.02Sei f : V → V eine lineare Abbildung eines reellen (komplexen) endlichen Vektorraums in sich.

Ziel: Finde eine Basis v1, . . . , vn von V bezüglich der die Darstellungsmatrix besonders einfach
ist.

Definition:

(a) f heisst diagonalisierbar , falls eine Basis existiert, für die die Matrix von f eine Diago-
nalmatrix ist.

(b) f heisst trigonalisierbar , falls eine Basis existiert, für die die Matrix von f eine Rechts-
dreiecksmatrix ist.

Sei v′
1, . . . , v

′
n eine gegebene Basis, sei A die Matrix von f bezüglich v′

1, . . . , v
′
n.

Erinnerung: Die Matrix von f bezüglich v1, . . . , vn ist T · A · T−1, wobei T die entsprechende
Basiswechselmatrix ist. T kann eine beliebige invertierbare n × n-Matrix sein über R(C)

Definition: T · A · T−1 heisst ähnlich zu A

Definition: Eine reelle (komplexe) Matrix (n × n) A heisst

(1) diagonalisierbar , falls sie ähnlich zu einer Diagonalmatrix ist.
(2) trigonalisierbar , falls sie ähnlich zu einer Rechtsdreiecksmatrix ist.

Frage: Wann ist eine Matrix A diago-/trigonalisierbar?

Erinnerung: f(vj) =
∑n

i=1 kijvi ⇔ Matrix von f bezüglich v1, . . . , vn ist (bij)i,j bij ≤ R(C)

Diagonalmatrix ⇔ vi �= 0 : bij = 0

⇔ für alle j ist: f(vj) = bijvj

12. Eigenvektor

Definition: Ein Vektor 0 �= v ∈ V heisst Eigenvektor von f zum Eigenwert λ ∈ R(C), wenn gilt:
f(v) = λ · v. Wichtig! λ ist durch v eindeutig bestimmt.

Definition: λ heisst Eigenwert von f , wenn λ der Eigenwert zu einem geeigneten Eigenvektor ist.
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Folge: f ist diagonalisierbar ⇔ V besitzt Basis v1, . . . , vn aus Eigenwerten von f . Mit f(vj) =
λijvj ist die Matrix

λ1 0
. . .

0 λn




Definition: Im Fall der linearen Abbildung f : R
n → R

n, x �→ A heissen v, λ auch Eigenvektor
und Eigenwert von A

Ziel: Bestimme alle Eingenwerte und -vektoren von A. Sei A = (aij)i,j und x =


x1

...
xn


. Sei λ ∈ R.

Dann ist Ax = λx ⇔ (A − λIn)x = Ax − λIn · x = Ax − λy = 0.

Beachte:

A − λIn =




a11 − λ . . . . . . . . . . . . a1n

a21 a22 − λ
...

. . .
an1 amn − λ




Folge: Die Eigenvektoren zum Eigenwert von A sind genau die Lösungen des Linearengleichungs-
systems (A − λ · In)x = 0

Definition: Für jeden Eigenwert von A heisst die Lösungsmenge der Eigenwert.

Definition: Die Dimension des Eigenraumen zu λ heisst die geometrische Vielfachheit von λ

Beachte: λ ist Eigenwert von A

⇔ (A − λIn)x = 0 hat nicht triviale Lösungen
⇔ A − λ · In ist nicht invertierbar

⇔ det(A − λIm) = 0

Definition: Sei t eine Unbestimmte. Die Determinante

ϕA(t) := det(A − t · In) − det




a11 − t a12 . . . . . . . . . . . .
a21 a22 − t
...

. . .
an1 ann − t




heisst der charakteristische Polynom von A. Er ist vom Grad n.
(1) Bestimme ϕ(t)
(2) Bestimme alle Nullstellen λ1, . . . , λn davon.
(3) Für jedes λi bestimme eine Basis des Eigenraumes {x | (A − λiIk)x = 0}
(4) A diagonalisierbar ⇔ Alle dieser Basis-Vektoren bilden eine Basis des R

n

Behauptung: Vergleiche Aufgabe 4.3 Für jedes q =


q1

q2

q3


 mit q1 + q2 + q3 = 1 konvergiert die

Folge An · q gegen den Vektor

1
70


41

18
11
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Beweis: Schreibe v = µ1v1 + µ2v2 + µ3v3 mit µi ∈ R.

⇒ An · q = µ1(Anv1) + µ2(Anv2) + µ3(Anv3)

= µ1λ
n
1 v1 + µ2λ

n
2 v2 + µ3λ

n
3 v3︸ ︷︷ ︸

=0

λ1v1 = v1 λn
2 v2 → 0

⇒ Anq
n→∞→ µ1v1

Der Wert von µ1 : 1 = q1 + q2 + q3 = µ1(41 + 18 + 11︸ ︷︷ ︸
=70

) + µ1 · 0 ⇒ µ1 = 1
70 � �13

1.2.02

Erinnerung: A sei eine m × n-Matrix über R(C)

Definition: 0 �= x ∈ R
n(Cn) heisst Eigenvektor von A zum Eigenwert λ ∈ R(C) falls Ax = λx

effektiven Verfahren.
(1) Bestimme charakteristischen Polynom ϕA(t) = det(A − λIn)
(2) Eigenwert = Nullstellen von ϕA(t)
(3) Für jeden Eigenwert λ bestimme eine Basis des Eigenraumes. Dessen Dimension mgeo(λ)

{x ∈ R
n(Cn)|(A − λI)x = 0}

Satz 28: diese Basisvektoren zusammen vom Eigenwert λ sind linear unabhängig

Folge: A diagonalisierbar ⇔ Es gibt eine Basis aus Eigenvektoren von A ⇔∑
λEW mgeo(λ) = n.

Im allgemeinen gilt ≤
Folge: A Besitzt ϕA(t) gegen n verschiedener Nullstellen R(C) so ist A diagonalisierbar. Denn
für jede Nullstelle λi(1 ≤ i ≤ n) existiert eine Eigenvektor vi und die v1, . . . , vn bilden eine Basis
det R

n(Cn)

Satz 29: Ähnliche Matizen haben denselben charakteristischen Polynom.

Beweis:

det(T−1 · A · T − t · In) = det(T−1 · A · T − T−1 · (t · In) · T )

= det(T−1 · (A − t · In) · T )

= det(T−1)︸ ︷︷ ︸
det(T )−1

·det(A − t · In) · det(T )

= det(A − t · In) �

Satz 30:
(a) Eine reelle m× n-Matrix A ist trigonalisierbar über R ⇔ alle komplexen Nullstellen von

ϕA(t) liegen in R

(b) Jede komplexe m × n-Matrix ist trigonalisierbar

Beweis a): ⇒: Sei T so dass

T−1AT = β =


b11 ∗

. . .
0 bnn




ist.

⇒ ϕA(t) = ϕB(t) = det


b11 − t bij

. . .
0 bnn − t


 = (b11 − t) . . . (bnn − t)
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Die Nullstellen bii liegen in R. �
Beispiel 4.25:

A =
(

c −s
s c

)
, c = cos θ, s = sin θ

ϕA(t) =
∣∣∣∣c − t −s

s c − t

∣∣∣∣ = (c − t)2 + (si)2

=
(
t − (c + is)

) · (t − (c − is)
)
.

Nullstellen in R ⇔ s = 0
⇔ θ = nπ für n ∈ Z

⇔ A = ±
(

1 0
0 1

)
A ist immer diagonalisierbar über C. (c ± is = e±iθ)

A′AT =
(

eiθ 0
0 e−iθ

)
T über C

Beispiel 4.26: A =
(

0 1
−9 6

)
, ϕA(t) = (t − 3)2. Einziger Eigenwert ist λ = 3. Eigenraum ={

x |
(−3 1
−9 3

)
x = 0

}
= 〈
(

1
2

)
〉. mgeo(λ) = 1 ⇒ A ist nicht trigonalisierbar. Setzte v1 :=

(
1
3

)
und

z.B. v2 :=
(
0
1

)
T =

(
1 0
3 1

)
= (v1, v2)

T−1AT =
(

1 0
−3 1

)
·
(

0 1
−9 6

)
·
(

1 0
3 1

)

=
(

1 0
−3 1

)
·
(

3 1
9 6

)
·
(

3 1
0 3

)

Beispiel 4.27: Die Matrix

A =




λ 1
λ 1

. . . . . .
1
λ




hat als einzigen Eigenwert λ mit mgeo(λ) = 1, denn

A − λIn =




0 1
0 1

. . . . . .
1
0




Eigenraum = 〈




1
0
...
0


〉
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Definition: Die algebraische Vielfachheit malg(λ) eines Eigenvektors λ von A ist die Vielfachheit
von λ als Nullstelle von ϕA(t)

Eigenschafte:

(a) λ Eigenwert ⇔ mgeo(λ) ≥ 1 ⇔ malg(λ) ≥ 1
(b) mgeo(λ) ≤ malg(λ) und jede Zahl zwischen 1 und malg(λ) kann als mgeo(λ) auftreten.




λ
. . .

λ
λ 1

. . . . . .
1
λ




mgeo(λ) = m + 1, malg(λ) = m + n

Bemerkung: Eine trigonalisierbare Matrix ist diagonalisierbar ⇔ mgeo(λ) = malg(λ) für jeden
Eigenwert λ

Beispiel 4.28:

A =


 5 1 2

2 2 1
−5 −1 −1




Das charakteristische Polynom ist ϕA(t) = (2 − t)3, malg(2) = 3, mgeo(2) = 1. Es ∃ eine trigona-
lisierbare Matrix T so dass

T−1AT =


2 1 0

0 2 1
0 0 2




(Eigenvektor v1 =


 1

1
−2


. Setze

S =


 1 0 0

1 1 0
−2 0 1




Berechne

S−1AS =


2 ∗ ∗

0 ∗ ∗
0 ∗ ∗




13. Potenzen

D =


λ1 0

. . .
0 λ2


⇒ D · D · · ·D = Dk =


λk

1

. . .
λk

n
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(T−1AT )k = T−1AT · T−1︸ ︷︷ ︸
In

·A · T · T−1 · · ·T−1AT · T−1AT

= T−1 · A · · ·A︸ ︷︷ ︸
k

·T

= T−1AkT k

Folge

Ak = T · T−1 · A · T · T−1

= T · (T−1AT︸ ︷︷ ︸
D

) · T−1

= TDkT−1

Beispiel 4.29:

A =
(

0 1
1 1

)

ϕA(t) =
∣∣∣∣−t 1
1 1 − t

∣∣∣∣ = −t(1 − t) − 1

= t2 − t − 1

λ1,2 =
1 ±√

5
2

A − λ1 · I2 =
(−λi 1

1 1 − λi

)
, v1 =

(
1
λi

)

T =
(

1 1
λ1 λ2

)
⇒ AT = (Av1, Av2)

= (λ1v1, λ2v2)

= (v1, v2)︸ ︷︷ ︸
T

·
(

λ1

λ2

)

⇒ T−1AT = T−1/T ·
(

λ1 0
0 λ2

)

=
(

λ1

λ2

)
= D

Ak = T · Dk · T−1

=
(

1 1
λ1 λ2

)
·
(

λk
1 0
0 λk

2

)
· 1
λ2 − λ1

·
(

λ2 −1
−λ1 1

)

= λk
1 ·
(∗ ∗
∗ ∗

)
+ λk

2 ·
(∗ ∗
∗ ∗

)
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Anwendung:Fibonacci-Zahlen x0 = 0, x1 = 1, xk+2 = xk+1 + xk. 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . . .

vk =
(

xk

xk+1

)
vk+1 =

(
0 1
1 1

)
vk

⇒ vk = Akv0

⇒ allgemeine Formxk = a · λk
1 + b · λk

2

xk =
1√
5
·

(1 +

√
5

2

)k

−
(

1 −√
5

2

)k

5




Ist

D =
(

a b
0 a

)
⇒ Dk =

(
ak k · b/a · ak

0 ak

)
D = T−1AT ⇒ Ak ⇒ Ak = ak · (∗) + k · ak−1 · (∗′)

xk+n = an−1 · xk+n−1 + . . . + a0 · ak

A =




0 1
. . . . . .

0 1
al an−1




ϕA(t) = tn − an−1t
n−1 − . . . − a1t − a0. Sind λi die Nullstellen mit malg(λi) = µi. ⇒ allgemeine

Lösung

xk =
∑

i

µi−1∑
j=0

bijk
jλk

i

Beispiel 4.30: xk+2 = 6xk+1 − 9xk

14. Potenzreihen
�14
8.2.02Sei f(x) =

∑∞
k=0 fk · xk mit fk ∈ C. A m × n-Matrix �

f(A) =
∞∑

k=0

fk · Ak

Wann konvergiert das?: Sei (ad hoc):

||A|| := n · max{|aij | 1 ≤ i, j ≤ n}
für A = (aij) und B = (bij)

||AB|| ≤ ||A|| · ||B||

= n · max{
∣∣∣∣∣∣

n∑
j=1

aijbjk

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
≤∑n

j=1|aij |·|bjk|

1 ≤ i, j ≤ n}

≤
n∑

j=1

1
n
||A|| 1

n
||B||

=
1
n
||A|| · ||B||

Folge:

∣∣∣∣Ak
∣∣∣∣ ≤ ||A||k falls alle k ≥ 0
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Folge: Konvergiert f(x) für |x| < r, so konvergiert f(A) für ||A|| < r. Insbesonere: Ist f(x)
überall konvergent, so ist f(A) definiert für alle A.

Behauptung: T invertierbar ⇒ f(T−1AT ) = T−1 · f(A) · T sofern beide Seiten definiert sind.

Beweis:

f(T−1AT ) =
∞∑

k=0

fk · (T−1AT )

=
∞∑

k=0

fk · T−1 · Ak · T

= T−1

( ∞∑
k=0

fk · Ak

)
· T

= T−1f(A) · T �

Beispiel 4.31:

D =


λ1 0

. . .
0 λn




⇒ f(D) =
∞∑

k=0

fk · Dk

=
∞∑

k=0

fk ·


λ1 0

. . .
0 λn




=



∑∞

k=0 fkλk
1 0

. . .
0

∑
fkλk

n




Beispiel 4.32:

D =
(

λ µ
0 λ

)

⇒ f(D) =
∞∑

k=0

fk ·
(

λk k · λk−1µ
0 λk

)

=
(

f(λ) f(λ)µ
0 f(λ)

) ∞∑
k=0

fk · k · λk−1µ

= f ′(λ) · µ

Übung: f(D) für

D =




λ 1 0
. . .

1
0 λ






KAPITEL 5

Lineare Differentialgleichungen

dxi

dt
=

n∑
j=1

aij · xj mit aij ∈ C

Anfangsbedingung xi(0) = ξi ∈ C mit x =


x1

...
xn


. Funktion in t mit Vektoren in C

n

A = (aij)i,j ξ =


ξ1

...
ξn




� äquivalent ist

dx

dt
= A · x

mit x(0) = ξ. Die allgemeine Lösung lautet:

x = eAt · ξ

=
∞∑

k=0

tk

k!
· Ak · ξ

• wohl definiert, da ex überall konvergiert.
• x(0) = A0 · ξ = ξ

dx

dt
=

d

dt

( ∞∑
k=0

tk

k!
· Ak · ξ

)

=
∞∑

k=0

k · tk−1

k!
· Ak · ξ

=
∞∑

k=0

tk−1

(k − 1)!
· Ak−1 · ξ

= A · x �

Sei T invertierbar und A = TDT−1, ⇒ eAt = T · eDt · T−1

Fall (a):

D =


λ1 0

. . .
0 λn
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⇒ eDt =


eλt 0

. . .
0 eλt




⇒ x = eAtξ

= T ·


eλ1t 0

. . .
0 eλnt


T−1ξ

= eλ1t · b1 + · · · + eλnt · bn

für gewisse b1, . . . , bn ∈ C
n, ⇒ allgemeine Lösung für A diagonalisierbar mit Eigenvektor λ1, . . . , λn

hat die obige Form
fehlt einiges
⇔ e−Atu = dy

dt ⇔ y =
∫

e−Atu(t)dt + C
Allgemeine Lösung:

x = eAt ·
(∫

e−Atu(t)dt + c

)
1. Symmetrische Matrizen

Satz 31: Sei A eine reelle symmetrische Matrix
(1) A ist diagonalisierbar über R

(2) R
n besitzt eine ONB Eigenvektoren von A

(3) Es gibt eine orthogonale Matrix Q (das heisst Q−1 = QT so dass D = QT AQ = Q−1AQ
Diagonalmatrix ist.

Bemerkung: Q = (b1, . . . , bn) mit b1, . . . , bn die ONB von (b).

Bemerkung: Finde zuerst alle EWe und eine Basis jejden Eigenraums, dann wende Orthogonali-
sierungsverfahren an.
Jede ko reelle Polynom in x1, . . . , xn vom Grad 2 hat die Form

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

aij · xi · xj aij = aji ∈ R

f(x) = xT · A · x

mit x =


x1

...
xn


 A = (aij)i,j Mit Q wie oben und x = Qy und D = QT AQ =

(
λ1 0
0 λn

)

g(y) = f(y) = (Qy)A · (Qy) = yT QT AQy = yT Dy

g(y) = λ1y
2
1 + · · · + λny2

n

Definition: Die bi heissen die Hauptachsen von A sie sind orthogonal.

Anmerkung: f(x) = 1 ⇔ g(y) = 1 n = 3g(y) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + λ3y

2
3 = 1, λ1, λ2, λ3 > 0 Ellipsoid.

λ1, λ2 > 0 > λ3 λ1 > 0 > λ2, λ3 0 > λ1, λ2, λ3 keine Lsg. λ1y
2
1 + λ2y

2
2 = 1 + (−λ)y2

3 , y1y
2
1 =

1 + (−λ2)y2
2 + (−λ3)y2

3 ≥ 1



ANHANG A

Thema Übungsserie 6, 3.12.2001

Definition: Sei V eine nicht leere Menge mit + und · ; K ist ein Körper (hier R). V ist ein
Vektorraum falls:

(i) ∀ u, v, w ∈ V (u + v) + w = u + (v + w)
(ii) ∃ 0 ∈ V mit u + 0 = 0 + u = u
(iii) ∀ u ∈ V ∃ v ∈ V mit u + v = 0 (v = −u)
(iv) ∀ u, v ∈ V u + v = v + u
(v) ∀ k ∈ K ∀ u, v ∈ V k(u + v) = ku + kv
(vi) ∀ a, b ∈ K ∀ u ∈ V (a + b)u = au + bu
(vii) ∀ a, b ∈ K ∀ u ∈ V (a + b)u = a(bu)
(viii) Für den Einheitsskalar 1 ∈ K 1 · u = u ∀ u ∈ V

Definition: V Vektorraum, W �= ∅ w ⊆ V heisst Unterraum von V , falls:
(i) 0 ∈ W
(ii) a, b ∈ W ⇒ a + b ∈ W
(iii) a ∈ W α ∈ R ⇒ αA ∈ w

Behauptung: V = M2×2(R) ist V.R.

Beweis:
(i) �
(ii) 0 =

(
0 0
0 0

)
(iii) A =

(
a b
c d

)
− A =

( −a −b
−c −d

)
(iv) . . .
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ANHANG B

Serie 7, 10.12.2001

Definition: V ein Vektorraum über K. v1, . . . , vn ∈ V heissen linear abhängig, falls skalare
λ1, . . . , λn nicht alle 0 ∈ K existieren, so dass λ1v1 + · · · + λnvn = 0.
Nicht linear abhängig heisst linear unabhängig.

Bemerkung: In R
n sind höchstens n Vektoren linear unabhängig.

Definition: Rang einer Matrix A ist die Anzahl linear unabhängiger Spalten (Zeilen)

Beispiel 2.1:


1
2
0
−1


 ·




2
6
−3
3


 ·




3
10
−6
−5





 1 2 0 −1

2 6 −3 3
3 10 −6 −5


⇒


 1 2 0 −1

0 2 −3 −1
0 0 0 0


 Rang = 2

Definition: Eine Basis von V ist eine Menge S = {v1, . . . , vn} von Vektoren in V mit: jeder
Vektor µ ∈ V kann eindeutig als linear Kombination der Basis geschrieben werden. d.h.

Beispiel 2.2: Im oberen Beispiel lautet die Basis:


1
2
0
−1


 und




0
2
−3
−1




v1, . . . , vn linear unabhängig
v1, . . . , vn erzeugen V

Definition: V hat Dimension n, falls V eine Basis von n Elementen besitzt.

Aufgabe 1: Ergänze mit


1
0
0
0


 ,




0
0
0
1


det = 6

Zu Aufgabe 2:

Grad Basis Dim
0 1 1
1 1, x 2
2 1, x, x2 3
...

...
...
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Aufgabe 2a): { 1︸︷︷︸
v1

, 2x2︸︷︷︸
v2

, x2 + 2︸ ︷︷ ︸
v3

}

2︸︷︷︸
λ1

v1 +
1
2︸︷︷︸
λ2

v2 − 1︸︷︷︸
λ3

·v3 = 0

(x2 + 2) = 1
2 (2x2) + 2 · (1)

Satz 32: v1, . . . , vn linear abhängig ⇔ einer dieser Vektoren ist Linearkombination der andern.
Nicht linear abhängig

• Nicht linear unabhängig ⇒ keine Basis von V .
• x nicht darstellbar ⇒ kein erzeugendes System.

Aufgabe 3. Fundamentalsatz der Algebra: Hier: Ein Polynom hat endlich viele Nullstellen.
anxn + · · · a1x = 0 ⇒ ?

x

x + 1
∈ U ?

x

x + 1
=

n∑
i=1

aix
i

Koeffizientenvergleich benützen x = ax + bx2 + cx3 ⇒ a = 1 b = 0 c = 0 Und Widerspruch
finden.

Zu Aufgabe 2c) & d): Linearkombination a0(x − 1) + a1(x − 1) + a2(2x2) = 0 und Koeffizien-
tenvergleich



ANHANG C

Serie 8, 17.12.2001

Korrektur Aufgabe 1 pn(X)qn(X) → pn(0)qn(0)

Definition: V ist R-Vektorraum. (v, w) : V × V → R heisst Skalarprodukt in V , falls
(i) (v, α(w1 + w2)) = α(v, w1) + α(v1, w2) ∀ v, w1, w2 ∈ V ∀ α ∈ R

(ii) (v, w) = (w, v) ∀ v, w ∈ V (Symmterie)

(iii)
(v, v) ≥ 0 ∀ v ∈ V
(v, v) = 0 ⇒ v = 0

}
positiv definiert

Standartskalarprodukt: V = R
3 (v, w) =

∑3
i=1 viwi v, w ∈ R

3 ist Sklalarprodukt

(i) (v, α(w1 + w2)) =
∑3

i=1 viα(w1
i + w2

i ) =
α
∑3

i=1 viwi + α
∑3

i=1 viw
2
i = α(v1w1) + α(v2w2)

(ii) klar
(iii)

(v, v) =
∑3

i=1 v2
i ≥ 0

= 0 ⇔ v = 0

(a) V = Menge der Polynome vom Grad ≤ 2
(a) kein Skalarprodukt. Betrachtet P (x) ≡ c ∈ R p : R → R x �→ c
(b) Integral ist linear∫

a(x)b(x) dx =
∫

b(x)a(x) dx
a(x) ≥ 0 ⇒ ∫

a(x) dx ≥ 0

(c) (i)(ii) � (iii) p(x) = a + bx + cx2 ⇒ (v, v) = 0 ⇒ v = 0
a konst. a′ = 0, (ax)′ = a(x′) x′ = 1 (x2) = 2x

k = 1


 (1, 1)1 (1, x)1 (1, x2)1

(x, 1)1 (x, x)1 (x, x2)1
(x2, 1)1 (x2, x)1 (x2, x2)1




k = 2,k = 3 Benütze Symmetrie
(b) alksjfdlköasjfkölajsd

2a): Satz 33: n Vektoren v = (v1, . . . , vn) ∈ R
n sind linear unabhängig ⇔ det(v1, . . . , vn) �= 0

Vektorraum = R
2 Bsp. (

(
1
1)

)
(
(
1
0

)
) Basis von R

2, weil

• det
(

1 1
1 0

)
= −1 �= 0 d.h linear unabhängig

• w = (
(
w1
w2

)
) beliebig. n = λ1(

(
1
1

)
) + λ2(

(
1
0

)
) ⇒ w2 = λ1, w1 = λ1 + λ2, λ2 = w1 − w2 d.h

erzeugendes System

2b: S = {a1 = (
(
1
2

)
)a2 = (

(
3
5

)
)}

E = {e1 = (
(
1
0

)
)e2 = (

(
0
1

)
)}
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a1 = e1+ 2e2

a2 = 3e1+ 5e2

}
e1 = −5a1 +2a2

e2 = 3a1 −a2

P =
(−5 3

2 −1

)
Übergangsmatrix von Basis S zu Basis E

(
(

4
7)

)
in Basis E P (

(
4
7

)
) = (

(
1
1

)
) 1(

(
1
2)

)
+ 1(

(
3
5

)
) = 8

(
4
7

)
)



ANHANG D

Linear Algebra - Serie 9

Serie 8

Aufgabe 2: dim R
2 = 2. Allgemein: Es genügt nicht, dass die Vektoren linear unabhängig sind,

so dass sie eine Basis bilden.

Serie 9

Definition: u1, . . . , un Vektoren in V Vektorraum heissen orthonormal, falls (ui, uj) = δy ={
1, i = j

0, i �= j

Definition: v,w 2 Vektoren. Projektion von v auf w:

proj(v, w) = cw =
(v, w)

(w,w) · w
1. Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren

{v1, . . . , vn} Basis für n − dim Vektorraum: orthogonal Basis:

w1 = v1

w2 = v2 − (v2,w1)

||w1||2 w1

...
...

wn = vn − (vn,w1)

||w1||2 w1 − (v1,w2)

||w2||2 − · · ·w2 − · · · − (v1,wn−1)

||wn−1||2 − · · ·w2

Für ONB muss man auch normieren.
z1 = w1/ ||w1||
z2 = w2/ ||w2||
...

...
zn = wn/ ||wn||

2.Theorem:
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ANHANG E

Serie 12

Definition: Sei S eine n-quadratische Matrix über R. Ein Skalar λ ∈ R heisst Eigenwert wenn ein
Vektor v �= 0∃ so dass Av = λv heiss dann Eigenvektor

Definition: Menge der Eigenvektoren zu einem Eigenvektor λ heisst Eigenraum von λ

Definition: Charkteristisches Polynom von A = det(A − λ1)

Definition: Algebraische Vielfachheit von λ = Vielfachheit von λ als Wurzel des charakteristischen
Polynom.

Definition: Die geometrische Vielfach = Dimension des Eigenraumes. A · V ≥ q · V .

A · v = λv ⇔ A · v − λv = 0
⇔ A · v − λ1v = 0

⇔ (A − λ1︸ ︷︷ ︸
Matrix

)v = 0

⇔ det(A − λ1) = 0

Beispiel 5.1:

A =


4 1 −1

2 5 −2
1 1 2




A − λ1 =


4 − λ 1 −1

2 5 − λ −2
1 1 2 − λ




det(A − λ1) = λ3 − 11λ2 + 39λ − 45 != 0
1? 1 − 11 + 39 − 45 �= 0
3? 27 − 99 + 117 − 45 = 0

λ1 = 3 λ3 − 11λ2 + 39λ − 45

λ2 − 8λ + 15 != 0

λ2,3 =
8 ±√

64 − 60
2

=

{
5
3

Das heisst det(A − λ1) = (λ − 3)2 · (λ − 5) ⇒ 3 hat algebraische Vielfachheit 2.

Av = λv, v =


v1

v2

v3


, λ = 3

Av =


4v1 +v2 −v3

2v1 +5v2 −2v2

v1 +v2 +2v3


 =


3v1

3v2

3v3
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v1 +v2 −v3 = 0
2v1 +2v2 −2v3 = 0
v1 +v2 −v3 = 0

v3 = v1 + v2{(
1
0
1

)
,

(
0
1
1

)}
Basis von Eigenraum3. λ = 5, Av = 5v,

−v1 +v2 −v3 = 0
2v1 −2v3 = 0 ⇒ v1 = v2

v1 +v2 −3v3 = 0

Definition: A heisst diagonalisierbar, falls ∃ Matrix P invertierbar mit D = P−1AP diagonal.

Theorem: A n × n Matrix ist diagonalisierbar ⇔ A hat n Lösungen unabhängiger Eigenvektor.

D =


λ1 0

. . .
0 λn


 λi Eigenwert

D =


3 0 0

0 3 0
0 0 5


 P =


1 0 1

0 1 2
1 1 1




1. Serie 12

(1) (a) �
(b) zu zeigen 3 Eigenvektoren sind linear unabhängig
(c) siehe Vorlesung

(2) (a) λ Eigenvektor von A ⇔ det(A − λ1) = 0 ⇔ . . . Benütze det A = det AT , 1 = 1T

(b) Vollständige Induktion κ = 1 �. Sei richtig für κ, zu zeigen richtig für κ + 1.
Aκv = λκv

(c) zu zeigen det(A−1 − 1
λ ) = 0. Benütze det A−1 = 1

det A , det(A,B) = det A · detB. Zu
zeigen Av = λv ⇒ A−1v = 1

λv
(3) (a) zu zeigen det(A − (b − a)1) = 0

(b) Betrachte A − (b − a)1. Rang? Dimension Kern?
(c) Probiere (schwieriger)
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1. Aufgabe 1

A =
(

2 −2
3 0

)
, A =

(
1 −1
2 −1

)
. (A−λ·1) =

(
1 − λ −1

2 −1 − λ

)
. det(A−λ·1) = λ2+1 ?= 0 ⇒ λ = ±i,

das heisst keine Eigenwerte in R ⇒ in R weder diagonalisierbar noch trigonalisierbar.

λ = i Av = iv

v1 − v2 = iv1

2v1 − v2 = iv2

}
⇒ v2 = (1 − i)v1 v1 =

(
i + 1

2

)
v2

Eigenvektorv =
(

1
1 − i

)
Gesucht: Q so dass QTQ−1 = A , T = Rechtsdiagonalmatrix.

Q =
(

1 1
1 − i 0

)

A

(
1
0

)
=
(

1
2

)
=

2
1 − i

(
1

1 − i

)
− i

(
1
0

)

T =
(

i 2
1−i

0 −i

)

Av = −iv λ = −i

v1 − v2 = iv1

2v1 − v2 = iv2

}
⇒ v2 = (1 + i)v1

v =
(

1
1 + i

)

A =
(

1 1
1 − i 1 + i

)(
i 0
0 −i

)(
1 1

1 − i 1 + i

)2

diagonalisierbar (da 2 linear unabhängige Eigenvektor.

2. Aufgabe 5

Theorem: A reelle symmetrische Matrix ⇒ ∃ P orthogonal so dass PT AP = D, D diagonalisier-
bar, das heisst PT = P−1 Beispiel 6.1:

A =
(

2 −2
−2 5

)
Av = 6v

Eigenwert λ1 = 6, λ2 = 1

2v1 − 2v2 = 6v1

−2v1 + 5v2 = 6v2

}
⇒ v2 = −2v1, v

2
1 + v2

2 = 1

48



3. 2B) 49

Eigenvektor =

(
1√
5

− 2√
5

)
.

Av = v · · · v1 = 2v2, v
2
1 + v2

2 = 1

⇒ v =
(−2/

√
5

−1/
√

5

) (
1/
√

5 −2/
√

5
−2/

√
5 −1/

√
5

)

D =
(

6 0
0 1

)

Oder: finde eine Basis von Eigenvektoren, dann Gram-Schmidt

xk+2 = 6xk+1 + 9xk

vk =
(

xk

xk+1

)
Avk = vk+1

vk+1 =
(

xk+1

xk+2

)
=
(

xn+1

6xk+1 − 9xk

)

= A ·
(

xk

xk+1

)
A =

(
0 1
−9 6

)
3. 2b)

vk = Avk+1 = A2vk−2 = · · · =

= Akv0

(I ♥ )

A =
(

0 1
−9 6

)
det(A − λ1) = λ2 − 6λ + 9 = 0

λ1,2 = 3 Av = 3v

v2 = 3v1 9v1 + 6v2 = 3v2

3v2 = 9v1 v2 = 3v1

v =
(

1
3

)
Das heisst A nicht diagonalisierbar. In Übung 2

λ1,2 = 1 λ3 = 2

c) Ansatz:

xk = (a + bx)λk
1 + cλk

xk = a + bk + 2kc

· · ·
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