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KAPITEL 1

Grundlagen

Nel
1. Schreibweisen 26.10.01

ALGEBRA: Formales Rechnen. Beispielsweise Polynome (22 — 1) + (22)? = (22 + 1)2. Variabeln
werden mit oder ohne Indizes geschrieben. Es gilt folgende Abkiirzung:

n
Zai =a1t+ax+ - +ay
i=1

QUADRAT EINER SUMME:
n 2 n n
(50) - (%) ()
=1 1=1 =1
= (a1+a2+"'+an)'zai

Distributivgesetz —

n n
:a1~g ai+o+anog a;
i=1 =1

:al(al+...+an)+a2(a1+...+an)+...+an(a1_|_..._|_an)
= (@@ +a-ax+--Fa-an)t
(az-a1 +[ag=ag + - +az-an)+

Ap a1+ +ap- a4+ ay-ap)

araz + agar) + - -+ (a1a, + anar)+

asas + azaz) + -+ + (ap_1an + anan—1

(
;

:<§a§>+ Zn: izai.aj - Y 2+ Y 205

i=1 \j=i+1 1<i<n 1<i <j<n

(
=(af+a3+---+a)+ (a1az + azay)+
(
(

U 07

> + (2a1a9 + -+ + 2a1a,) + (2a2a3 + - - - + 2a2a,) + -+ + 2ap_1ap

1

n n
f) Z ara; | + Z 2aza; | +---+ Z 2a,-10a;
j=3 j=n

Definition: Lineare Algebra: Alles was mit linearen Gleichungen zu tun hat.
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2. LOSEN VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN

Beispiel 1.1:

2. Losen von linearen Gleichungssystemen

1. METHODE: Aufldsen nach z.

4 — Sy Einsetzen 4— 3y

+4y =1

2. METHODE:
r +y =-3| III
20 43y =4 I

I1—2I: y=10
Einsetzen : x = —13 = Lésungssystem hat 1 Losung (z,y) = (—13,10)

I1—-1rI:

Beispiel 1.2:
1 r +2y 4z =5
II | 2z —z =2
117 —4y -3z = -8

Fiir z beliebig ist (z,y,z) mit z := 252, y := 832 die Losung.



KAPITEL 2

Gausssches Eliminationsverfahren

Ne2
2.11.01

1171 ot a1pTa = bl

am1T1 +- ot Gpn®n = bm

ZEILENOPERATIONEN: = Losungsmente bleibt gleich

(a) Vertauschen von Zeilen
(b) Multiplizieren (Division) einer Zeile einer Zeile mit einer Konstante # 0
(¢) Addieren (Subtrahieren) eines Vielfaches einer Zeile zu einer anderen.

1. Koeffiziente

n + 1 Spalten

a11 a12 arn by
. (475 5 b2
m Zeilen
Am1 Am2 Amn bm
VERFAHREN:

(1) Ist die erste Spalte = 0, wéhle ¢ so, dass a;; # 0 und vertausche Zeile 1 mit 1.
(2) Subtrahiere {2 mal die erste Zeile von der i-ten Zeile fiir i > 2.
(3) Wiederhole das Verfahren fiir die ,Submatrix® ass — anm

Eine Zeile der Form (0---0b;) entspricht der Gleichung 0 = b.

Fall 1: Ist das Element in der letzten Zeile von vorletzten Spalte # 0, so hat das lineares
Gleichungssystem keine Losung

Fall 2: Ist das letzte fithrende Element a = 0, so bedeutet jede Zeile (0---0] % )

ite Zeile

ausgedriickt werden kann in Termen von x; 11 + -+ + x,,

(GAUSSSCHES VERFAHREN:

(1) Bringe das LGS in Zeilenstufenform
(2) Entscheide Losbarkeit
(3) Riickwirtseinsetzen

Die Losungen sind gegeben durch
n
T; =b; — Z aij - Tj
Jj=r+1
Es ist auch moglich mehrere Gleichungssysteme mit selber rechten Seite zusammen zu l6sen

6



1. KOEFFIZIENTE 7

Beispiel 2.1:

(255 R 5 V%) b11 bia ... by

Am1  --. Qupm bml bm2 AN bml

Definition: Bei einem Homogenen Gleichungssystem ist die rechte Seite Null, es existiert also die
trivial Losung 1 =29 =... =z, =0. Esist r <n

= In der Losung hat es n — r wihlbare Parameter

= Eine Losung ist eindeutig, wenn r = n

= Ein homogenes LGS hat eine nicht trivial Lésung, wenn r < n

= Es ist r = m genau dann, wenn das LGS fiir beliebige rechte Seite eine Losung gibt.



KAPITEL 3

Matrizenrechnung

Ne3
9.11.01
Definition: Die Matriz bezeichnet ein Schema, mit m Zeilen und n Spalten — sogenannte m X n-

Matrix.
aiy N QA1n
A =
Adm1 .- Qmn

wobei der erste Index die Spalte, der zweite die Zeile bezeichnet.

SPEZIALFALLE:
1 x n Matrix: Zeilenvektor v = (v1,va, ..., 0,)

v1
v2

m x 1 Matrix: Spaltenvektor

Un

1 x 1 Matrix: Skalar, wird mit R identifiziert.
n x n Matrix: quadratische Matrix

1. Operationen
Sei A = (a;j)i; eine m x n-Matrix.

Definition: Die zu A transponierte Matrix A7 ist die nxm Matrix AT = (ai;)i<j<m = (aji) 1<j<n
1<i<n 1<n<m

Beispiel 3.1:

1 2\ "

2 0| (12 3 4
30 _(2000>
40

o Seit eine Zahl: t - A = (ta;j)mn
e Seien A, B zwei m x n-Matrixen: A - B ist m x p-Matrix A- B = Z;lzl aij - bij
o A;; m x n-Matrix: A - B ist m x p-Matrix

2. Matrizenmultiplikation

Beispiel 3.2:

2 4 1\
0 1 -2

2 5
01 :<2-3+4-4+1-5 D)
41 m m



2. MATRIZENMULTIPLIKATION 9

Beispiel 3.3:

(1 2 3 4). =1-1+2-243-34+4-4=30 = skalar

[IEJCR N

-(1 2 3 4): o =4 x4 — Matrix

=W N

Diese Multiplikation ermoglicht einfache Rechenoperationen. Sei

1 0
1
U= A
1
0 1
Dann ist
A1l e v veie i QA1p
aix v Qip :
U = | Xan A-agj A,
Am1 T Amn,
(47 Amn
Sei
1
0 1
V= 1 0

1

Diese Matrix bewirkt ein Vertauschen der k-ten mit der I-ten Zeile. Sei

1

1

Diese Matrix bewirkt ein addieren von A mal der lten Zeile (Spalte in der A steht) zur k-ten Zeile
(Zeile in der A steht)

m 1 i=y3
i=k

W-.A= E A il ~djk
Jj=1 0 sonst

ik

Y Aoay, fallsi=k
B ok 0 sonst -

)



3. EXPLIZITE BESTIMMUNG VON A~! 10

RECHENREGELN:
Oy, +A=A A+B=B+ A
(A+B)+C=A+(B+C) I, A=A
A-I,=A4 (A-B)-C=A-(B-C)
(A+B)-C=A-C+B-C (AT)T=4
(A+B)T = AT 4 BT (A-B)T =BT . AT«
NULLMATRIX:
EINHEITSMATRIX:
1
I, =
1
Beweis x:
T
((aij)ig - Gi)in)” = | D aibjn | =D arjbyi
J ik J ik

T T
= (bij)i,s - (ars)jn = ((bij)is)" - ((ajk)jk)
Definition: Eine m x m-Matrix heisst invertierbar, falls eine m x m-Matrix A’ existiert, so dass
A-A =1,

A’ heisst Inverse von A

Satz 1: Ist A invertierbar

(a) gibt es genau eine Inverse
(b) git A-A' =1, AA =1, AA=1,

Beweis: Sei AA' =1,
(1) V Spaltenvektoren b der Linge n gilt b = I,,b = (AA")b = A(A’D), dass heisst A’ ist eine
Losung des Linearen Gleichungssystems Az = b
= losbar fiir alle g
= die Losung ist eindeutig

= A’ in dem Linearen Gleichungssystems ist auch eindeutig O
(2) A =1,A = (AA")A = A(A’A), dass heisst, AA’ und I, sind Losungen des Linearen
Gleichungssystems Az = A. Es ist eindeutig losbar, also A’A = I, O .
16.11.01

3. Explizite Bestimmung von A~!

Beispiel 3.4:

A=

—
=N
O W =



3. EXPLIZITE BESTIMMUNG VON A~! 11

Man wendet das Gaussverfahren fiir die Matrix (A, I3) an.

1 1 1]100
1 23[010

1 491001

1 1 1] 1 0 0

01 3| -1 1 0

00 2| 2 -3 1

1 00| 3 —5/2 1/2

01 0| -3 4 -1 = (I3,A71)
00 1] 1 =3/2 1/2

Satz 2: Jede invertierbare Matrix ist ein Produkt der Elementarmatrizen . Macht man keine
Zeilenvertauschungen, so entsteht aus (A, I,,) eine Matrix (R, U)

V. (AL) = (RU)
= (VA V)
SV=U UA=R

Setze L := U1

A=LR

Definition: Permutationsmatriz := Einheitsmatrix modifiziert durch Zeilenvertauschungen.

Satz 3: Fiir jede m x n-Matrix A existieren

e cine m X m-Permutationsmatrix P

e cine m X n-Linksdiagonalmatrix

e cine m x n-Matrix so dass PA = LR. L mit Diagonaleintragen 1, R in Zeilenstufenform.
Dies nennt man LR-Zerlegung

Satz 4: Sei A eine quadratische Matrix, es sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A ist invertierbar
(b) Fiir jedes b ist Az = b eindeutig 16sbar

0
(c) Die Gleichung Az = [ : | hat nur die Nulllosung
0
0
Beweis: (a) = (b) wurde bereits gezeigt. (a) <= (b) ist Spezialfall b = (.) O

BEACHTE: Az =b =
A N Az) = A7
(A" Az =ILa==x
Az =bex=A"1D

EIGENSCHAFTEN:
(d) A invertierbar = A~! invertierbar, denn (A71)"! = A
(e) A, B invertierbar = A - B invertierbar, (AB)~! = B~1A~1
(f) I, ist invertierbar und I, = I,
(g) A invertierbar = AT invertierbar und (AT)~! = (A=1)T



4. LINEARE ABBILDUNGE 12

Beweis e):
(AB)(B™'A™Y) = (A(BB HA™Y) = A(1,A7Y
= AA7! = I,
DREIECKSMATRIX:

(i) Eine Dreiecksmatrix ist invertierbar genau dann, wenn alle Diagonaleintrige # 0.
(ii) Die Inverse einer Dreiecksmatrix ist wieder eine Dreiecksmatrix.
(iii) Dreiecksmatrix mal Dreiecksmatrix gleich Dreiecksmatrix

ELEMENTARMATRIZEN: Elementarmatrizen sind Matrizen, die aus einer Einheitsmatrix entstehen
durch addieren eines Vielfachen (3 0) einer Zeile zu einer anderen

1 A 1 -2
A = T . A_l = ..
1 1
... durch Multiplizieren einer Zeile mit einer Konstanten A
1 1
-1 1
1 1
...durch Vertauschen zweier Zeilen
1 1
_ 0 1 -1 0 1
A= 1 0 AT = 1 0
1 1
4. Lineare Abbildunge
?‘;?1.02

Definition: Eine Abbildung f : V' — W zwischen zwei Vektorrdume heisst linear, falls gilt:
(a) fv+2") = f(v)+ f(v)
(b) f(Aw)=A-f(v) Vv, €Vund A €R

>

BEMERKUNG: f linear = f(0y) = Oy, denn f(Oy) = f( Oy)=0-f(0y) =0w

0
—
R

Beispiel 3.5: A : m x n-Matrix — f : R"™ — R"™, z — Ax ist linear.

(a) Alx+y) = Ax+ Ay

Beispiel 3.6: V = Raum aller Polynome in t = {ag + a1t + - - - + a,t"|a; € R}

[V =V p(t) — 2
Ap) = A p+X-p =N

=0

Beispiel 3.7: V= Cla,b] — R, I : u(t) — f; u(t) - k(t)dt fiir beliebiges, festes k(t) € Cla, b]



4. LINEARE ABBILDUNGE 13

Sei jetzt vy, ..., v, eine Basis von V und
w1y, ..., W, eine Basis von W
Ist f:V — W linear, so schreibe

F) =" ai - w;
=1

fir jedes j = 1,...,n. Die Matrix A = (a;;);jheisst (Darstellungs-)Matriz von f beziglich der
Basen vy, ..., wj,. ..

Beispiel 3.8: Ist f : R” — R™ 2 — Ax wie oben mit A(a;;)ij. ¢; = | o | Standartbasis.

0
Qig =0 Qin 0 a1y
flej) = L=
Gn1 - OGpm 0 Qmj
0
0
m 0
=D ay- |1
i=1 0
0

= E Gij - €

FaziT: Die Matrix der linearen Abbildung = +— Ax beziiglich der Standartbasis ist gleich A.

ALLGEMEIN: Zu jeder m x n-Matrix A = (a,;);; existiert genau eine lineare Abbildung f : V — W
mit Matrix A beziiglich der Basen vy,... und wq, ..., ndmlich

n n m
f E )\jvj = E )\j . E aij - W;
j=1 j=1 i=1

endliche LK

Beispiel 3.9: Die Matrix der identischen Abbildung V — V,z +— =z beziiglich derselben Basis
V1, ...,y ist stets die Einheitsmatrix I,

f('Ui) = U

Die Matrix der Nullabbildung x — 0 beziiglich jeder Basis ist die Nullmatrix.



5. SPIEGELUNG IM R? 14

Beispiel 3.10: Drehung im R? Standartbais von R™ (Standartbasis von R")
1(0)= (55%5)
1(1)= (s
A= (55 s )
5. Spiegelung im R?

Spiegelung an <G>> ANSATZ: f G) - G) f (—21> _ <_12>
(b =004

s (1 1\ [1
Beispiel 3.11: A = <0 1) : <0) —

Beispiel 3.12:

a 0 0 ax
0 b 0
0 0 ¢

SIS
1
I~y
<

cz

achsenparallele Streckung um die Faktoren a,b,c in X,Y bzw. z—Richtung
ALLGEMEINER: eine Abbildung der Gestalt R" — R"™, x +— Ax + b heisst affin-linear
Satz 5:

(a) Die Komposition zweier linear-Abbildungen 2 V LW st linear: fog :U — W,
w— (fog)(u) = flg(u)
(b)

Sei wy, ..., u eine Basis von U

Sei v1,...,v,  eine Basis von V

Sei wy,...,w, eine Basis von W

Sei A die Matrix von f beziiglich dieser Basis
Sei B die Matrix von g beziiglich dieser Basis
soist A- B die Matrix von f o g beziiglich dieser Basis

R %R L Re
y+— By, x— Ax

Beweis: } y+— By A(By) = (AB)y

Satz 6: Eine lineare Abbildung f : V — W ist bijektiv, genau dann, wenn dim V' = dim W und
die Darstellungsmatrix (beziiglich beliegier Basen) invertierbar ist. Und dann ist f=! : W — V
(f(v) =w e v=f"Yw)) wieder linear und hat Darstellungsmatrix A~*



6. BEZEICHNUNG ZU UNTERRAUMEN 15
IDEE: :R™ - R", x — Ax, A invertierbar =
) )

Ar=y & z=Aly

Sei vy, ... v, eine Basis von V und v, - , v/, eine weitere Basis von V Sei:

n
=Nt
v = ij © Ui
i=1

mit ¢,y € R. Die Matrix T = (t;;) heisst Basiswechselmatriz.

Satz 7: T ist invertierbar, und 7-! = (ti;)ij ist die umgekehrte Basiswechselmatrix.
n
v =Dt
i=1

Satz 8: Sei f:V — V linear und A deren Matrix beziiglich vy, ...,v,, B deren Matrix beziiglich
v}, ...,v). Dann gilt: ‘B:T_1 AT

6. Bezeichnung zu Unterrdumen
Sei f:V — W linear.
Definition:
(i) Die Menge Kern(f) := {v € V|f(v) = 0}
(ii) Die Menge Bild(f) := {f(v)|v € V} heisst Bild von f

Satz 9:
(a) Kern(f) ist ein Unterraum von V
(b) Bild(f) ist ein Unterraum von W

Beispiel 3.13: f: R" — R" z — Ax.

(a) Kern(f) = {x € R"|Az = 0} homogenes LGS
(b) Bild(f) = {b € R™|das LGS Az = b ist losbar}

N6

30.11.01
BEACHTE:
1
det -\
A
1
1 0
det - : =1
D U
0o ... 1
1 0
det ) 0 L = -1
: 1 0
o --- 1

Satz 10: Fiir je zwei m x n Matrizen A, B gilt: det(AB) = (det(A)) - (det(B)).



6. BEZEICHNUNG ZU UNTERRAUMEN 16

Beweis: Das gilt wenn A eine Elementarmatrix ist. Es gilt fiir jedes Produkt von Elementarma-
trizen, denn:

det(AA'B) = det(A) - det(A'B) falls es gilt fiirA
= det(A) -det(A’) - det(B) falls es gilt fiirA’
BEMERKUNG: PA = LR — R ist invertierbar LR-Zerlegung
—_—

Zeilenform

R ist invertierbar = Aussage gilt fiir R anstelle A oder die letzte Zeile von R ist Null
A= P 'LR = letzte Zeilen RB ist Null = det(RB) = 0 = gilt fiir A. O

Satz 11: A ist invertierbar = det(A) - det(A™!) = det(AA™Y) = det(I,) = 1
A nicht invertierbar = LGS Ax = 0 hat eine nicht triviale Losung.
A= P 'LR = LGS Rz = 0 hat eine nicht triviale Losung = det(R) =0 = det(4) =0 O

2 n—1
1 ar a7y - af
. . . . . j—1
Seit A=| : : : : = (ag )
2 n—1
1 a, a; ar

BEHAUPTUNG:

Vandermonde Determinante det(A) = H (a; — a;) (1)

1<j<n

Entwickeln nach der ersten Zeile. Ziehe Faktoren (a; — a1) aus jeder Zeile heraus.

1 ay a} a2
=(ag—ay) - (a, —ay)det :
1 a, a? - a2
An—1
= (ag —a1) -~ (an —a1)(ag —az) -~ (an—2 —an)| |
(79
Satz 12: Fiir paarweise verschiedene ay,...,a, und beliebige by, ..., b,3! Polynom f(x) = ¢o +

c1x+ -+ cp12" 1 vom Grad <n —1mit f(a1) =b;Vi=1,...,n
Beweis: Die Gleichung c¢g + cia; + -+ + cn_la?_l = b; sind ein LGS der Form Ac = b mit A wie
oben,
Co by
c=| + |=|: |=3 Las o

Cp—1 bn



KAPITEL 4

Vektoren

1. Vektorraum

BEMERKUNGEN:
e Es gelten die selben Regeln wie fiir R
e Ich darf zwei Vektoren nicht mit einander multiplizieren.
e Ich darf zwei Vektoren addieren.

ay
R’ﬂ: . al,...,an€R|
Gnp
ADDITION:
ay by ap — by
anp bn Ap — bn

SKALARE MULTIPLIKATION:

ai Aaq

an, Aa,

KOORDINATEN: Jeder Vektor ¢ hat eine eindeutige Darstellung & = Ay - U1 + Ao - U5 + A3 -
U3 A1, A2, A3 € R

Beispiel 4.1: M, (R) Raum der m x n-Matrizen. Raum der Folgen (ai,as,as,...) mit
a; € R mit elementweiser Addition und elementweiser skalarer Multiplikation Abb(X,R) := {f :
X = R, Abbildung } fiir eine beliebige Menge. Mit (f+g)(z) = f(x)+g(z) und (A f)(x) = A- f(z).
RAUM DER POLYNOME:
T | n beliebig
ag+ a1z +--apx™ | ay,ccc,an €ER
Abbildung R +— R
Sei V' ein Vektorraum. Eine Teilmenge U C V heisst Vektorraum, falls
(i) 0eU
i) v’ eUsut+v eUsu+u €U
(i) ue UNXeRe el
Damit ist U selbst ein Vektorraum

Beispiel 4.2:

(i) Gerade oder Ebene durch Nullpunkt in Ausdehnungsraum
(ii) Der Durchschnitt zweier Unterrdume ist ein Vektorraum
(iii) Die Losungsmenge homogener LGS ist ein Unterraum des R™

17



2. LINEARKOMBINATIONEN 18
DENN: Az = 0 hat Losung 0

Ar =0, Ay=0< A(z+y)=Ax+Ay=0+0=0
AAz) = (AN)z = (Az) =A-0=0.

2. Linearkombinationen

7.12.01
Sei V ein Vektorraum, und vy, vo,--- ,v, € V ¥E172 o
Definition: Eine Linearkombination (LK) von vy, ve, -+ ,v, € V ist eine Antwort \qjvy + -+ +
AUy ER

Linearkombination: A1+ -+ Ao, €ER (2)

ZENTRALE FRAGE:

(a) Welche Vektoren in V' kann man so darstellen?
(b) Sind die Aq, -+, A\, eindeutig bestimmt?

Beispiel 4.3: 0=0-v; + -+ -+ 0 - v,. Nullvektor

Definition: Fiir S = {v1, - ,v,} setzen wir (S) := {\ov1, -, Apvn | Ao + -+ Ayv, € R}
“Erzeugnis von S

BEHAUPTUNG: (S) ist ein Unterraum von V'

Beweis:
(i) 0 € (S) : siche oben

(i) v = A\ov1 +--- A, € (S)
A1 + - Aoy, € (S)
sv+v==A+XN)vr+-+ A+ X)v, €(5)

(iii) A € R, v wie oben = Av = (A\1)vy + -+ (A\,)v, € (S)

Definition: Sei U ein Unterraum in V Eine Teilmenge S = {v; + -+ v,} C U mit (S) = U
heisst ein endliches Erzeugungssystem in U

BEMERKUNG: Fiir S unendlich besteht (S) aus den unendlichen LK von Vektoren in S

Beispiel 4.4: Die Funktionen R — R,z + 1,z,22,...,2" erzeugen den Raum der Polynomfunk-
tionen vom Grad <n

<S>:{f:x’_’a0+alz+"'+anxn |an€R}

Definition: V heisst endlich erzeugt, wenn V ein endliches Erzeugungssystem besitzt.

Beispiel 4.5: Der Raum aller Polynomfunktionen R — R von beliegigem Grad ist nicht endlich
erzeugt.
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Beweis: Sei S = {f1,...,fn} C V eine Teilmenge. Sei m € N, so dass alle f; Grad < n haben.
Dann ist f(z) = 2"*! ¢ (S) Denn jeder Polynom in (S) hat Grad <n

fl(x) = Zaijwj
j=1
i—1 i—1  j=0
=3 aiy)a?

=0 i=1

n m
Wire 2™ = E Nifi= E a;x’
i=1 §=0

definieren wir die Funktion z — 2™*1 — Z;ﬂ:o ajz? identisch Null. Ein normiertes Polynom vom
Grad n + 1 hat hochstens n + 1 Nullstellen. Widerspruch.

Beispiel 4.6: ((1]), (9),(}) ist Erzeugende in R?

e (3)=s(1) 00 (1) 0(3)

Definition: v; + --- + v, heissen linear unabhéngig falls der Nullvektor nur als triviale Linear-
kombination darstellbar ist, d.h. falls gilt:

VA, ..., €R
/\1’Ul+"'+>\n’0n:0:>>\1 ::)\nio
Andernfalls heissen sie linear abhdngig

BEHAUPTUNG: linear unabhéngig < In jeder Linearkombination sind die \; eindeutig.

Beweis:
Seiv = Avr+ -+ A\, gegeben und N,
Dannist v = Mo+ + N,
s 0=vi—v=AN=A)vr+--+ A\, — \n)vg
linear unabhéngig < N —A=---=X -\, =0
RSP VIEI WD VR W
BEHAUPTUNG: vy, - ,v, sind linear abhéngig genau dann, wenn eine der v; eine Linearkombina-

tion der iibrigen ist.
Beweis: \jv; + -+ A\pv, = 0 mit \; # 0 fiir ein 4.

S AU = =AU = = A1V — AU — = AUy
N A Nit1 An
- Ui:ivl‘i’"'“k ;ilvi_1+ ZA—: ’Ui_._1+...+)7’0n

Das zeigt ,,genau dann® ...

Beispiel 4.7: (é), (?),G) sind linear abhéngig, denn G) =1 ((1))—1- 1- ((1))

Beispiel 4.8: Ist eine der v; = 0, so sind vq, - -+ , v, linear abhéngig. Auch {0} ist linear abhéingig.
1-0=0
Definition: {vy,...,v,} heisst Basis von V, wenn jedes v € V eine eindeutige Linearkombination

von vi, ..., U, ist.
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Basis von V' {v1,...,vn} (3)
AQUIVALENT: {v1,...,v,} ist linear unabhingiges Erzeugungssystem

3. Standartbasis des R"

1 0 0
1
0 :
€1 = . , €2 = 0 R :
. : 0
0 0 1
Diese bilden eine Basis des R™
“@ 1 0 0
a9 0 1 )
Denmmv=| @B | =a| . [|+ao 0 14.. -+a, | - | istdie eindeutige Linearkombination
an 0 0 1

fiir beliebige v
Satz 13: Jedes Erzeugnissystem von V' enthilt eine Basis

Beweis: Sei S = {v1,...,v,} ein erzeugendes System von V. Ist S linear abhéngig, dann existiert
1 mit v; €< S\{’Uq} >.

BEHAUPTUNG: S\{v;} ist erzeugendes System von V. Ohne Beschriinkung der Algemeinheit (OB-
dA) sei i =n. Sei v, = A\jvg + -+ Ap_10,—1. Jeder v € V lisst sich schreiben als:

voo= U117+ -+ fUnUn mit p; € R
= v+ F Pp—1Un—1 F+ fn(Avr 4+ -+ Ao 10p1)
(1 + pnA)vr + oo 4 (=1 + -1 An—1)Vn—1 €< {v1,..., 051 >.

Wiederhole solange nétig. Das Resultat ist eine linear unabhiingige Teilmenge S” C S mit (S") =
(S)y = V. Falls S unendlich ist, anders ...

BEMERKUNG: () = {0}
FoLGE: Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine Basis.
Satz 14:

Je zwei Basen von V' haben die selbe Anzahl Elemente (4)

Definition: Die Anzahl Elemente heisst die Dimension von V
Beispiel 4.9: Die Dimension des R™ =n

ERRINNERUNG: v1,...,v, € V heissen Basen V, falls jedes v € V eine eindeutige Linearkombi-
nation v = a1vy + - - - + a,v, ist mit a; € R

AQUIVALENT: linear unabhiingiges Erzeugungssystem
TYPISCHE AUFGABEN:

(a) Sind diese Eigenschaften erfiillt
(b) Finde eine Basis
Beispiel 4.10: A eine m x n-Matrix. U = {x € R" | Az = 0} Gaussverfahren liefert R

in Zeilenstufenform. U = {z € R" | Rz = 0}.

No8
14.12.01
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V11 Ur1
U= Tiy s + oty ,’Eil,...,,’EiTER
Uln Urn
V11 Uri
Die N
Vin Urn
Beispiel 4.11:
1 5 0
R=10 0 1
0 0 0
€
rx 5o =0
U= r9 | €R" 10T
T3 — 0
T3
-5
= —1]azs| 220 €R
0
-5
Der Vektor | 1 | heisst eine Basis von U
0
(c) Driicke v aus als Linearkombination einer Basis. Das heisst fiir jedes vy, va, ..., v, lose
die Gleichung v = ayvy + -+ + a,v, mit a1 € R. Sind vy, ..., v, eine Basis des R" oder
ay
B = (v1,...,v,) =nxn-Matrix. B-a=v. a=|:
Gnp
v v v a
! ! " ! viay + -+ Unan
v = E —
Un, Un Um, Qnp
B
FOLGE: vy,...,v, € R™ bilden eine Basis in R" genau dann, wenn die n x n-Matrix
(v1,...,v,) invertierbar ist.
(d) Ist vy,...,v, eine Basis von V und wy, ..., w,, eine Basis von V', so sei w; = Z?Zl a;jv;

» heisst Basiswechselmatriz

.....

Basiswechselmatriz: (G S (5)

4. Komplexe Zahlen
C={a+bi]|abeR}, i?=—1

z=a+b

[

2
w ww

BEMERKUNG: |z| = v/2Z ist reel > 0; und 0 genau dann wenn z =0
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KOMPLEXE VEKTORRAUME:
Beispiel 4.12: C™

5. Euklidische Vektorridume

2
0P| = JV@Fy) +22
= Va2 y?+ 22

X1

2

allgemeiner: = | : | € R ||z|| :== /a7 + -+ + 22 einheitliche Lénge von x Standart Skalar-

Tn
£ U1
produkt auf R" z = | © | ,y =
LTn Yn

— (2,y) = (x,y) = 21y1 + - + vy, Damit ist [[z]] = /(2,2) Fiir 2,y # 0 gilt (2,y) =
[lz]| - [ly|] - cos @ wobei 6 der Winkel zwischen x,y ist.

Definition: Ein Skalarprodukt auf ein einen reellen Vektorraum V ist eine Abbildung (.,.) : V' x
V — R, so dass fiir alle v,w,w’ € V und o € R gilt:

(a)

(v,w+w) = (v,w)+ (v,w')
(v,ow) = av,w)

(Das heisst (v, w) ist linear in w)
(b) (v,w) = (w,v). (Das heisst symmetrisch)

< Ound
= 0 genau dann, wenn v = 0 ist

Das heisst (.,.) ist positiv definiert.
BEMERKUNG: (a) A (b) = (v,w) linear in V

Definition: Ist (.,.) ein Skalarprodukt auf V', so heisst ||v|| := /(v,v) die zugehorige entstehende
Norm

Beispiel 4.13: V := Cla,b] :={f : [a,b] — R}. Setze

b
(f9) = [ f0g(0)a
Das ist ein Skalarprodukt auf V!

(a)
b
Uﬂﬁwﬂ:/f®M®+m@Mt

b
:/ﬁﬂwm@r+ﬂwmana

ab b
:/ﬂmﬁMH/f®M0=%m+@m)
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(c)
b
(1.5 = [ f02 dezo0
a S~~~
>0

(f, f) > 0 falls f nicht identisch Null

Ne9

Sei V ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt (.,.) (“euklidischer Vektorraum*). 21.12.01
Setze

ol := v/ (v,v)* €R,20
BEHAUPTUNG: || || erfiillt die Eigenschaften

(1) [|v]] >0, und ||v]|=0<v=0
(ii) [lav|| =|af - ||| fira e R, v eV
(iif) [[o +wl| < {lof] + ||wl]

BEMERKUNG: Eine Abbildung v + [|v|| € R mit den Eigenschaften (a)-(c), heisst eine Norm auf
V. Eine Norm der Form ||v|| = y/(v,v) heisst euklidische Norm.

EIGENSCHAFT: |(v,w)| < ||v]| - ||w]]

Definition: v, w heissen orthogonal, wenn (v, w) = 0 ist.

Satz 15: v, w orthogonal = ||v +w||> = ||v]|? + ||w||*> (Pythagoras)

Beweis:
(v+w,v+w) Satz (v+w,v)+ (v+ w,w)
gt (v,v) + (w,v) + (v, w) + (w,w)
Sl 2, w) Hiel? O
i

Definition: Ein v € V mit ||v|| = 1 heisst ein Finheitsvektor

BEHAUPTUNG: Seien e, ..., e, paarweise orthogonale Finheitsvektoren. Fiir jedes v = Aje; +-- -+
Arer mit A; € R gilt \; = (e;,v)

Beweis: Beachte

1 fallsi=j
(e1,€65) = 0
0 fallsi##j
= (ev) = (ei, > i1 )\jej) =2 A (eie) = Ao 1 O
FOLGE: e, ..., e, sind linear unabhéngig
FOLGE: Ist n = dim V/, so bilden je n paarweise orthogonale Einheitsvektoren ey, ... e, eine Basis

von V', eine Orthonormalbasis
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FoLGE: Ist eq,..., e, eine Orthonormalbasis von V| dann gilt fiir jedes v € V'
v = (e,v)-e1+ -+ (en,v) ey
1 0
0 :
Die Standartbasis | . |,..., | - | von R” ist eine Orthonormalbasis beziiglich dem Standartska-
: 0
0 1
larprodukt
T Y1
L2 Y2

’ . = Ty1+ -+ Taln

BEMERKUNG:
r,y R = (z,y) = a’ -y
Y1
= ('rh . ) xn)
Yn
1
T A
fz fj {0
( ivaj)zn,j =1
FoLGE: Gegebene Vektoren f1,..., f,, € R™ heissen eine Orthonormalbasis, genau dann, wenn die

Matrix A = (f1,..., fn) die Gleichung AT - A = I,, erfiillt. Eine solche Matrix heisst orthogonal
Beispiel 4.14:

2 2 -1
% 2 -1 2 | ist orthogonal
-1 2 2
BEACHTE: ey,...,e, paarweise orthogonal heisst V i # j, e;, e; orthogonal
6. Orthogonale Projektion
Sei ey, ..., e, eine Orthogonalbasis eines Vektorraums V. Fiir jedes v € V setze

v:=(e1,v)-e1+ -+ (e,v)-e. €U

BEHAUPTUNG: v — ¥ ist orthogonal zu allen Vektoren in U

Beweis:

(61‘,’0 — 1}2) = (61‘,1}) — (61‘,5)
——
(ei’v)
=0
= Fiir jedes u = \e; + -+ 4+ A\re, € U gilt
(u,v —7) = > N-(e1,v—7)=0 O
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7. Schmitt’sche Orthogonalisierungsverfahren
Sei vy, ...,v, eine Basis von V'

1. SCHRITT: Setze

€1 T ol
(r 4+ 1)TER SCHRITT: Seien ey, ..., e, bereits bekann. (Paarweise orthogonale Einheitsvektoren)
Setze

Wry1 = VUpgl — Z:zl(ei; ’Ur+1) C €

und

Wrt1

er1 T 1]
Dieses Verfahren liefert eine ONB eq,...,e, von V mit der Eigenschaft

{er,...,ex}) = {v1,...,00})
firaller=1,...,n

Beispiel 4.15: V =R?, v; = ()02 = ()

]| = VBZ+12% =169 =13

_ 1 (5
= = 13l
/0 L[5 0\\ , /5
W= )T \li2) (1)) 1312
_ (0 135 _ 1 —5-12
- o\1) 16912 T 169 | 169 — 1212
5

©

—12
=~ 16 5
1 <—12>
= €9 = 13 5

BEHAUPTUNG: Die orthogonale Projektion v — o hat die folgende Eigenschaft: v ist das eindeutige
Element von U fiir den ||v — 7]| minimal wird.
Beweis: Fiir jedes v € U gilt

lo—ull® = Jv=0+@-u)l]
——

€U
= lo=2P+  |[p—ul

>0, 0 genau fiir u=v

Beachte ein LGS Az = b mit A der Grosse m x n, zum Beispiel m > n. Suche z, so dass ||Az — b||
minimal wird.

Satz 16: Jedes x € R" in der Gleichung
AT A2 = AT .b

minimiert den Ausdruck ||Az — b||

ANSATZ: y = o + 3, gesucht a,3, so dass
2111(?/1 — At; —b)?



8. LINEARE ABBILDUNGE 26

minimal ist.
t1 1 Y1

8. Lineare Abbildunge
12102

Definition: Eine Abbildung f : V — W zwischen zwei Vektorrdume heisst linear, falls gilt:

(a) fv+2") = f(v)+ f(v)
(b) f(Aw)=X-f(v) Vov,v' eVund AeR

BEMERKUNG: f linear = f(0y) = Ow, denn f(Oy) = f( ) Lo. f(Oy) = 0w

0 Oy
R

Beispiel 4.16: A : m x n-Matrix — f: R" — R™, x — Ax ist linear.

(a) Alx+y) = Ax+ Ay

Beispiel 4.17: V = Raum aller Polynom in ¢t = {ag + a1t + - - - + a,t"|a; € R}

iV =V p(t) — 2(t)
Onf = 2P+ A0 <A

=0

Beispiel 4.18: V = Cla,b] — R, I : u(t) — f: u(t) - k(t)dt fiir beliebiges, festes k(t) € Cla, b]
Sei jetzt vy, ..., v, eine Basis von V und

Wy, ..., W, eine Basis von W
Ist f:V — W linear, so schreibe

F) =" ai; - w;
=1

fir jedes j = 1,...,n. Die Matrix A = (a;;);jheisst (Darstellungs-)Matriz von f beziglich der
Basen vy, ..., wj,. ..

Beispiel 4.19: Ist f : R" — R™, 2 + Ax wie oben mit A(a;;)ij. e; = | 4 | Standartbasis.
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0
Qi 0 Qin 0 ayj
flej) = 1] =
Gn1 - OGpm 0 Amj
0
0
m 0
=2 ai- |1
i=1 0
0

m
= E Gij - €
i=1

FaziT: Die Matrix der linearen Abbildung = +— Ax beziiglich der Standartbasis ist gleich A.

27

ALLGEMEIN: Zu jeder m x n-Matrix A = (a;;);; existiert genau eine lineare Abbildung f: V — W

mit Matrix A beziiglich der Basen vy, ... und wy, ..., nimlich
n n m
FIDoNw | =D N> ay-w
j=1 j=1 i=1
endliche LK

Beispiel 4.20: Die Matrix der identischen Abbildung V — V,x +— x beziiglich derselben Basis

V1, ...,y ist stets die Einheitsmatrix I,

flvi) = v

Die Matrix der Nullabbildung = — 0 beziiglich jeder Basis ist die Nullmatrix.

Beispiel 4.21: Drehung im R? Standartbais von R™ (Standartbasis von R™)

1 cos 0
f (0) - ( siné)
0 —sind
f (1) o ( cos & )
cosd —sind
= A= <sin5 cos5>
9. Spiegelung im R?

Spiegelung an <(§>> ANSATZ: f (%) = G) f (_21> = (12>
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Il
QU= /N /X /X
. —
|
N
L

s (1 1\ [1
Beispiel 4.22: A = <0 1) : <0) —

Beispiel 4.23:

a 0 O
0 b O
0 0 ¢

SIS
1
<

<

Cz

achsenparallele Streckung um die Faktoren a,b,c in X,Y bzw. z—Richtung

ALLGEMEINER: eine Abbildung der Gestalt R™ — R", x — Ax + b heisst affin-linear

Satz 17:

(a) Die Komposition zweier linear-Abbildungen 2 v L owoist linear: fog:

w = (fog)(u) = fg(u))
(b)

Sei uy,...,u; eine Basis von U

Sei vi,...,v,  eine Basis von V

Sei wy,...,w, eine Basis von W

Sei A die Matrix von f beziiglich dieser Basis
Sei B die Matrix von g beziiglich dieser Basis
soist A- B die Matrix von f o g beziiglich dieser Basis

19 m I n
Beweis: X ' R™"=SR y+— By A(By) = (AB)y
y— By,z— Az

28

Uu— Ww,

Satz 18: Eine lineare Abbildung f : V — W ist bijektiv, genau dann, wenn dim V = dim W und
die Darstellungsmatrix (beziiglich beliegier Basen) invertierbar ist. Und dann ist f~! : W — V

(f(v) =w e v=f"Yw)) wieder linear und hat Darstellungsmatrix A~*
IDEE: f:R™ — R", x — Ax, A invertierbar =

Ar=y & x=A"1ly

Sei vy, ... v, eine Basis von V und v}, --- v/, eine weitere Basis von V Sei:

n
=%t
v = ij " Ui
i=1

mit ¢,y € R. Die Matrix T = (;;) heisst Basiswechselmatriz.

Satz 19: T ist invertierbar, und 71 = (ti;)ij ist die umgekehrte Basiswechselmatrix.

n
_ o
vj—g lij -V
i=1
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Satz 20: Sei f : V — V linear und A deren Matrix beziiglich vq,...,v,, B deren Matrix beziiglich
v}, ...,v. Dann gilt: ‘B:T*1 -A-T

10. Bezeichnung zu Unterrdumen
Sei f:V — W linear.

Definition:

(i) Die Menge Kern(f) := {v € V|f(v) = 0}
(ii) Die Menge Bild(f) := {f(v)|v € V} heisst Bild von f

Satz 21:

(a) Kern(f) ist ein Unterraum von V
(b) Bild(f) ist ein Unterraum von W

Beispiel 4.24: f: R" — R"™, 2z — Ax.

(a) Kern(f) = {x € R"|Az = 0} homogenes LGS
(b) Bild(f) = {b € R™|das LGS Az = b ist losbar}

Nell
. 18.1.02
ERINNERUNG: f:V — W linear.

(a) Kernf = {v € V|f(v) =0} ist UR von V
(b) Bild(f) =... ist UR von W
BEMERKUNG: Die Spaltenvektoren der Abbildungsmatrix bilden ein EZ vom Bild F’

Satz 22:
(a) f ist injektiv < Kern(f) = {0}
(b) f ist surjektiv < Bild(f) =W
Satz 23: dim Kern(f) + dim Bild(f) = dimV bei Abbildungen f:V — W

Definition: Der Zeilenrang bzw. Spaltenrang ist die Zahl linear unabhéngiger Zeilen bzw. Spalten
einer Matrix.

BEMERKUNG: dim{Az|z € R™} = Spaltenrang(A)
Satz 24: S, T invertierbar = Spaltenrang(A) = Spaltenrang(SAT)
Beweis:
Spaltenrang(S - A-T) = dim{SATz|x € R"}
sTe=y z=T 'y
= dim{SAyly € R"}
= dim{Ayly € R"} = Spaltenrang(A) O

Satz 25: Fiir jede Matrix A existieren invertierbare Matrizen S, T so dass

1 ... 00
SAT =10 ... 1
0 0 0 0

mit Rang A
Satz 26: Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A) = Rang(A)
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Beweis: Mit S, T wie oben gilt:

Spaltenrang(A) = Spaltenrang(SAT) = r = Rang(A)
Zeilenrang(A) = Spaltenrang(AT) = Spaltenrang(TT AT ST) = Spaltenrang((SAT)T)

11. Orthogonale Abbildung

Satz 27: Fiir jede n x n Matrix A sind folgende Aussagen dquivalent:

) A orthogonal ATA = I,,,
Die Spalten von A sind eine Orthonormalbasis von R"™

(a
(b)
(¢) Die lineare Abbildung f : R™ — R",  — Az ist Lingenform V x € R" ||z|| = || Ax||
d)

(

Beweis: a) = b)

f ist orthogonal

I,
~
(Az, Ay) = (Az)T (Ay) — 2T AT A
=" Iy =2y = (z,y)

BEMERKUNG: A orthogonal < det(A) = £1 Ne12
Sei f:V — V eine lineare Abbildung eines reellen (komplexen) endlichen Vektorraums in sich. 25:1.02
ZIEL: Finde eine Basis v1,...,v, von V beziiglich der die Darstellungsmatriz besonders einfach

ist.

Definition:

(a) f heisst diagonalisierbar, falls eine Basis existiert, fiir die die Matrix von f eine Diago-
nalmatrix ist.
(b) f heisst trigonalisierbar, falls eine Basis existiert, fiir die die Matrix von f eine Rechts-

dreiecksmatrix ist.
Sei vy, ..., v, eine gegebene Basis, sei A die Matrix von f beziiglich v}, ..., v/

»Ym

ERINNERUNG: Die Matrix von f beziiglich vy,...,v, ist T - A-T~!, wobei T die entsprechende
Basiswechselmatriz ist. T kann eine beliebige invertierbare n x n-Matrix sein iiber R(C)

Definition: T'- A - T! heisst dhnlich zu A
Definition: Eine reelle (komplexe) Matrix (n x n) A heisst

(1) diagonalisierbar, falls sie dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist.
(2) trigonalisierbar, falls sie dhnlich zu einer Rechtsdreiecksmatrix ist.

FRAGE: Wann ist eine Matrix A diago-/trigonalisierbar?
ERINNERUNG: f(v;) = .1 kijv; < Matrix von f beziiglich vy, ..., v, ist (b;;);;  bij <R(C)

Diagonalmatrix < v; # 0: b;; =0
& fiir alle _] ist: f(Uj) = bijvj

12. Eigenvektor

Definition: Ein Vektor 0 # v € V heisst Eigenvektor von f zum Eigenwert A € R(C), wenn gilt:
f(v) = X-v. Wichtig! X ist durch v eindeutig bestimmt.

Definition: \ heisst Eigenwert von f, wenn A der Eigenwert zu einem geeigneten Figenvektor ist.
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FOLGE: f ist diagonalisierbar < V besitzt Basis v, ..., v, aus Eigenwerten von f. Mit f(v;) =
)\ij’l)j ist die Matrix

A1 0
0 An
Definition: Im Fall der linearen Abbildung f : R™ — R", & — A heissen v, A auch Eigenvektor
und Eigenwert von A
T

ZI1EL: Bestimme alle Eingenwerte und -vektoren von A. Sei A = (a;;);; undz = | © [.Sei A € R.

Tn
Dann ist Az = \x < (A — A,)x = Az — A\, - = Ax — My = 0.

BEACHTE:
a1 — A A1n
a2y agz — A
A—- X\, =
anl Qmn — A

FoLcE: Die Eigenvektoren zum Eigenwert von A sind genau die Losungen des Linearengleichungs-
systems (A—X- L)z =0

Definition: Fiir jeden Eigenwert von A heisst die Losungsmenge der Eigenwert.
Definition: Die Dimension des Eigenraumen zu A heisst die geometrische Vielfachheit von A
BEACHTE: A ist Eigenwert von A

< (A — Al,)z = 0 hat nicht triviale Losungen

< A — \- I, ist nicht invertierbar
< det(A—A,,) =0

Definition: Sei ¢ eine Unbestimmte. Die Determinante

al] — t A12 e

az1 ag —t
wa(t) :=det(A—t-1,) — det

Gpnl Ann — t

heisst der charakteristische Polynom von A. Er ist vom Grad n.

1) Bestimme ¢(t)

2) Bestimme alle Nullstellen Ay, ..., A, davon.

3) Fiir jedes A; bestimme eine Basis des Eigenraumes {x | (A — \;I)z = 0}
4) A diagonalisierbar < Alle dieser Basis-Vektoren bilden eine Basis des R"™

(
(
(
(

Q1
BEHAUPTUNG: Vergleiche Aufgabe 4.3 Fiir jedes ¢ = | g2 | mit ¢ + g2 + g3 = 1 konvergiert die
a3
Folge A™ - q gegen den Vektor
41
1
— | 18
70

11



12. EIGENVEKTOR 32

Beweis: Schreibe v = pv1 + povs + pugvs mit u; € R.
= A" q = p1 (A1) + p2(A"v2) + ps(Av3)

= AT V1 + P2 A3 02 + 13 A5 U3

——

=0
)\17)1 = U1 )\gvg — 0
= A" "= oy
Der Wert von 11 : 1l =q1 +q2+qs = p1(41 + 18+ 11) + 1 - 0= g = 7—10 O w13
—— 1.2.02
=70

ERINNERUNG: A sei eine m x n-Matrix iiber R(C)
Definition: 0 # = € R"(C") heisst Figenvektor von A zum Eigenwert A € R(C) falls Az = Az
effektiven Verfahren.

(1) Bestimme charakteristischen Polynom ¢4 (t) = det(A — AL,)

(2) Eigenwert = Nullstellen von 4 (t)

(3) Fiir jeden Eigenwert A bestimme eine Basis des Eigenraumes. Dessen Dimension mgeq ()
{z e R"(C™")|(A — A)z =0}

Satz 28: diese Basisvektoren zusammen vom Eigenwert \ sind linear unabhéngig

FOLGE: A diagonalisierbar < Es gibt eine Basis aus Eigenvektoren von A < >\ oy Mgeo(A) = n.
Im allgemeinen gilt <

FoLGE: A Besitzt ¢4(t) gegen n verschiedener Nullstellen R(C) so ist A diagonalisierbar. Denn

fiir jede Nullstelle A\;(1 < i < n) existiert eine Eigenvektor v; und die vy, ..., v, bilden eine Basis
det R™(C™)
Satz 29: Ahnliche Matizen haben denselben charakteristischen Polynom.
Beweis:
det(T™'-A-T—t-I,)=det(T"*-A-T T (t-1,)-T)
=det(T'-(A—t-1,)-T)
=det(T™ ') -det(A —t-1,) - det(T)
——
det(T)~1
=det(A—t-I,) O
Satz 30:

(a) Eine reelle m x n-Matrix A ist trigonalisierbar iiber R < alle komplexen Nullstellen von
wa(t) liegen in R
(b) Jede komplexe m x n-Matrix ist trigonalisierbar
Beweis a): =-: Sei T so dass
b11 *
T AT =3 =

ist.
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Die Nullstellen b;; liegen in R.
Beispiel 4.25:

Az(c _S), c=cosf, s=sinf
s ¢

c—t —s
S c—t

= (t—(c+1is)) - (t — (c—is)).

pa(t) =

= (c—1)* + (si)?

Nullstellen in R < s =0

SlOl=nrfirneZ

1 0
@A—i(o 1)

A ist immer diagonalisierbar iiber C. (c 4 is = e*%)

i
A'AT = (60 ef)w) T iiber C

, pa(t) = (t — 3)2. Einziger Eigenwert ist A = 3. Eigenraum =

1
6
{a:| <_S ;)) x = O} = <(;>> Mgeo(A) = 1 = A ist nicht trigonalisierbar. Setzte vy := (é) und

1 _ (1 0y (0 1) (1 0
rar= (4 1) (% 6) (G )
_ (1 0y (3 1) (3 1
T\-3 1 9 6 0 3
Beispiel 4.27: Die Matrix
Al

1
A

hat als einzigen Eigenwert A mit mge,(A) = 1, denn

0 1
0 1
A— )N, =
1
0
1
0
Eigenraum = ( )
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Definition: Die algebraische Vielfachheit mqiq(\) eines Eigenvektors A von A ist die Vielfachheit
von A als Nullstelle von ¢ (t)

EIGENSCHAFTE:

(a) X Eigenwert < mgeo(A) > 1 < mgy(A) > 1
(b) Mgeo(A) < Mmgig(A) und jede Zahl zwischen 1 und mge(A) kann als mgeo(A) auftreten.

Mgeo(A) =m + 1, mgig(A) =m+n

BEMERKUNG: Eine trigonalisierbare Matrix ist diagonalisierbar < mgeo(X) = mag(A) fiir jeden
Eigenwert A

Beispiel 4.28:

5 1 2
A=[2 2 1
-5 -1 -1

Das charakteristische Polynom ist w4 (t) = (2 — )3, may(2) = 3, myeo(2) = 1. Es 3 eine trigona-
lisierbare Matrix 7" so dass

2 1 0
T'AT =10 2 1
0 0 2
1
(Eigenvektor v1 = | 1 |. Setze
-2
1 0 0
S=11 10
-2 0 1
Berechne
2
S~1AS =10
0
13. Potenzen
A 0 L
D= =D-D.-.-D=DF=



13. POTENZEN

(TYATY =T YAT- T L. A.T-T71...T AT . T71AT

Folge
Ab=T7.77'. A.T.T!
=T - (T 'AT) - T~
N——

=TDFp-1

Beispiel 4.29:

-\ 1 (1
A_Al'b:(l 1/\i>’ Ul_(m)
11
= x)

= AT = (A’Ul, A’UQ)
= (A1v1, Aav2)

~ee (* )

A0yt
0 Xs) =N\

(

A2
—\

-1

)

35



14. POTENZREIHEN 36
ANWENDUNG: Fibonacci-Zahlen xg =0, 1 = 1, Tpy0 = w41 + x¢. 0,1,1,2,3,5,8,13,21,....

o [ T (o1,

= v, = AFvy

= allgemeine Formzy = a- A} +b- \5

1 14vB) (115 k5
= 2 2

NG
Ist
_f(a b v (a® k-bla-a*
D_(O a):>D_<O o
D=TAT = AF = A* =d" . (x) + k-a" 1. (+)
Thin = Ap—1 " Thitn-1+ ...+ Qg Qi
0 1
A= e
0 1
a; Ap—1
oalt) =t" —a, 11" — ... —ait — ap. Sind \; die Nullstellen mit Maig(Ai) = pi. = allgemeine
Losung

pi—1

TR=Y Z) bk \F
=

i
Beispiel 4.30: xj49 = 62511 — 9

14. Potenzreihen
Nelq

Sei f(z) =Y ey fi - a® mit fi, € C. A m x n-Matrix ~ 8202
fA)=) fi A"
k=0

WANN KONVERGIERT DAS?: Sei (ad hoc):
[|Al] :==n-max{|a;;|1 <1i,j <n}
fir A = (aij) und B = (b”)

IABI[ < || A]l - [ B]|

= n - max{ Zaijbjk 1<i,7<n}
j=1
~—_———
<Y ioalais|bsxl
"1 1
< —||Al| = ||B
=S SEIPIEE]
j=1
1

:—A . B
Al 1Bl

FoLGe: ||A*|] < [|A]|* falls alle k >0
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FoLGE: Konvergiert f(x) fiir |z| < r, so konvergiert f(A) fur ||A|| < r. Insbesonere: Ist f(x)
tiberall konvergent, so ist f(A) definiert fiir alle A.
BEHAUPTUNG: T invertierbar = f(T"'AT) =T~!. f(A) - T sofern beide Seiten definiert sind.

Beweis:

fr - (T7TAT)

M8

f(T7AT) =

x>~
Il
=]

fr-T7r- AR T

=~
I

0

7! (ka~A’“> T
k=0

=T 'fA)-T O

Beispiel 4.31:

. A 0
— Z fi -
k=0 0 A,
ZZO:() fk>‘]1C 0
0 S Al

Beispiel 4.32:

o fN /)=
=N -n
UsunG: f(D) fiir
A1 0
D=
1



KAPITEL 5

Lineare Differentialgleichungen

dz; ~ .
dtz = Zaij " T mit a;; € C
j=1

T

Anfangsbedingung z;(0) = §; € C mit z = . Funktion in ¢ mit Vektoren in C™

In

&1

A = (aij)i E=1:
&n

~ dquivalent ist

dx

A

dt ‘

mit 2(0) = £. Die allgemeine Losung lautet:

z=ett. ¢
o
k=0

e wohl definiert, da e® iiberall konvergiert.
o 2(0)= A" =¢

de  d [tk

N — Z AR

dt dt( k! 5)
k=0

tk
!~Ak-§

o~

e k'tk_l A
_Z k! A7-¢
k=0
i tk}—l . k_l_é.
—1)!
2 (k1)
=A-z O

Sei T invertierbar und A = TDT !, = eAt =T . Pt . 71
FALL (A):

A1 0

38



1. SYMMETRISCHE MATRIZEN 39

et 0
= Dt
0 e)\t
=z = M
et 0
= T . T-'¢
0 etnt
= M ip 4ttt
fiir gewisse by, ...,b, € C", = allgemeine Losung fiir A diagonalisierbar mit Eigenvektor Ay, ..., A,

hat die obige Form

fehlt einiges

seMyu=2 oy= e My(t)dt +C
Allgemeine Losung:

z=elt. (/ e~ Au(t)dt + c)

1. Symmetrische Matrizen

Satz 31: Sei A eine reelle symmetrische Matrix

(1) A ist diagonalisierbar {iber R

(2) R™ besitzt eine ONB Eigenvektoren von A

(3) Es gibt eine orthogonale Matrix @ (das heisst @~ = Q7 so dass D = QTAQ = Q71 AQ
Diagonalmatrix ist.

BEMERKUNG: Q = (by,...,by,) mit by, ..., b, die ONB von (b).

BEMERKUNG: Finde zuerst alle EWe und eine Basis jejden Eigenraums, dann wende Orthogonali-
sierungsverfahren an.

Jede ko reelle Polynom in z1,...,z, vom Grad 2 hat die Form
f(ﬂh,---,xn):Zaij'xi'ﬂ?j aij = aji € R
ij*l
“A-x
T A O
mit z = = (a;;);,; Mit @ wie oben und z = Qy und D = Q" AQ = 0\

= fly) = (Qy) =y"QTAQy = y" Dy
g(y) = Alyl et A’I’Lyn
Definition: Die b; heissen die Hauptachsen von A sie sind orthogonal.

ANMERKUNG: f(z) =1 g(y) =1 n=3g(y) = My? + Aay3 + A3y = 1, A1, A2, A3 > 0 Ellipsoid.
A, A >0 > A3 Ay > 0 > Ay, A3 0 > Aq, Ao, A3 keine LSg. Aly% + )\ng =1+ (—)\)yg, yly% =
+ (= A2)ys + (= a)y3 > 1



ANHANG A

Thema Ubungsserie 6, 3.12.2001

Definition: Sei V' eine nicht leere Menge mit + und - ; K ist ein Korper (hier R). V ist ein
Vektorraum falls:
(i) Vu,v,weV (u+v)+w=u+(v+w)
(i) 30 e Vmitu+0=04+u=1u
(i) VueV JveVmitutov=0 (v=-u)
(iv) Vu,o €V u+v=v+u
V) Vke K VuveV ku+v)=ku+kv
(vi) Va,be K YueV (a+bu=au+bu
(vii) Va,be K YueV (a+bu=a(bu)
(viii) Fiir den Einheitsskalar 1€ K 1-u=u YueV

Definition: V Vektorraum, W # 0 w C V heisst Unterraum von V, falls:
(i) 0ew
(ii) a,beW=a+beW
(iii) aeW aceR=adcw

BEHAUPTUNG: V = Ms,o(R) ist V.R.

Beweis:
(i) v
o5 !
(1ii)A:<Z Z) —A:(_‘CL _Z>

40



ANHANG B

Serie 7, 10.12.2001

Definition: V ein Vektorraum iiber K. vy,...,v, € V heissen linear abhéngig, falls skalare
Al,..., A, nicht alle 0 € K existieren, so dass \jv1 + -+ + A\,v, = 0.
Nicht linear abhéngig heisst linear unabhéingig.

BEMERKUNG: In R"” sind héchstens n Vektoren linear unabhéngig.
Definition: Rang einer Matrix A ist die Anzahl linear unabhéngiger Spalten (Zeilen)
Beispiel 2.1:

1 2 3

2 ' 6 ' 10

0 -3 —6

-1 3 -5

12 0 -1 12 0 -1

2 6 -3 3 =0 2 -3 -1 Rang =2
3 10 -6 =5 00 0 O

Definition: Eine Basis von V ist eine Menge S = {v1,...,v,} von Vektoren in V mit: jeder

Vektor p € V kann eindeutig als linear Kombination der Basis geschrieben werden. d.h.

Beispiel 2.2: Im oberen Beispiel lautet die Basis:

1 0
2 2
0 und _3
-1 -1
V1, ..., Uy, linear unabhingig
V1,...,0U, erzeugen V'

Definition: V' hat Dimension n, falls V' eine Basis von n Elementen besitzt.

AUFGABE 1: Ergéinze mit

o o

det =6

o O O
= O

7U AUFGABE 2:

Grad Basis Dim
0 1 1
1 1,z 2
2 1,z,22 3

41



B. SERIE 7, 10.12.2001 42

AUFGABE 2A): { 1 ,22% 2% +2}
DS N 7

V1 v2 V3
1
2 U1+ 5 Vg — 1 '1)3:0
A1 ~~~ As
A2
(2% +2) = $(222) +2- (1)
Satz 32: vy,...,v, linear abhéingig < einer dieser Vektoren ist Linearkombination der andern.

Nicht linear abhéngig
e Nicht linear unabhingig = keine Basis von V.
e 1 nicht darstellbar = kein erzeugendes System.

AUFGABE 3. FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA: Hier: Ein Polynom hat endlich viele Nullstellen.
apr” +-ax=0=7

T cur
x+1

x n
= E a;x’
z+1 ‘
i=1

Koeffizientenvergleich beniitzen « = ax +bx? +ca® = a =1 b=0 ¢ = 0 Und Widerspruch
finden.

ZU AUFGABE 2C) & D): Linearkombination ag(z — 1) + ai(z — 1) + a2(22?) = 0 und Koeffizien-
tenvergleich



ANHANG C

Serie 8, 17.12.2001

Korrektur Aufgabe 1 p"™(X)q"™(X) — p™(0)¢™(0)
Definition: V ist R-Vektorraum. (v, w) : V x V — R heisst Skalarprodukt in V', falls
(i) (v,a(wy +w2)) = a(v,wr) + vy, ws) VYo,w,we €V VaeR
(i) (v,w) = (w,v) Vo,w €V (Symmterie)
(v,v) >0 YoveV

(iii) (0,0) =0 = v =0 } positiv definiert

STANDARTSKALARPRODUKT: V =R3 (v, w) = Z?Zl VW, v,w € R? ist Sklalarprodukt
(i) (v, (w' +w?) =2, via(w} +w?) =
o Z§:1 viWw; + o Z?Zl viw? = a(viwr) + a(vaws)
(ii) klar
(i)
(v,v) =Y v?

v
o

0sv=0

(a) V = Menge der Polynome vom Grad < 2
(a) kein Skalarprodukt. Betrachtet P(z) =c€ Rp: R >Rz ¢
(b) Integral ist linear

Ja(z)b(z)de = [b(z)a(z) dx
a(z) >0 = [a(z)dz>0

(c) ()(ii) v (iii) p(z) =a+bx +ca® = (v,0) =0=v =0
a konst. a’ =0, (ax) = a(z’) 2’ =1 (2?) = 22

(1,1);  (Lz) (1,22,
k=1( (z,1)1 (2,21 (2,2°)
(22,1); (2%,2); (2%,2%)

k = 2,k = 3 Benliitze Symmetrie
(b) alksjfdlkoasjfkolajsd
2A): Satz 33: n Vektoren v = (vy,...,v,) € R" sind linear unabhéngig < det(vy,...,v,) # 0
Vektorraum = R? Bsp. ((11))(((1))) Basis von R?, weil

10
o w=((2)) beliebig. n = A1 ((1)) + A2((5)) = w2 = A, w1 = A + A2, Ay = wy —wy d.h
erzeugendes System

28: S = {a1 = ((3))az = ()}
E={e = (((IJ))@ = (((1)))}

o det <1 1) = —1 # 0 d.h linear unabhéngig

43
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a; = e1+ 262 €1 = 750,1 +2a2
as = 3e1+  des €y = 3a1 —a2

P = <_25 31) Ubergangsmatrix von Basis S zu Basis F

() s 2 00 = ) 1) +1E) =8()

44



ANHANG D

Linear Algebra - Serie 9

Serie 8

AUFGABE 2: dimR? = 2. Allgemein: Es geniigt nicht, dass die Vektoren linear unabhiingig sind,
so dass sie eine Basis bilden.

Serie 9
Definition: u1,...,u, Vektoren in V Vektorraum heissen orthonormal, falls (u;,u;) = §, =
1, i=j
0, i#J
Definition: v,w 2 Vektoren. Projektion von v auf w:
. (v, w)
o) = = 7
proj(v,w) = cw ) w

1. Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren

{v1,...,v,} Basis fiir n — dim Vektorraum: orthogonal Basis:
w = N
— (v2,w1)
02T T Pt
(Vn,w1) (v1,w2) (v1,Wn—1)
Wy = Uy — wy — —w e S — W
" m TP TP ? lTwnall? 2

Fiir ONB muss man auch normieren.

z1 = wi/||w]

zo = wa/||wal|

Zn = wn/HwnH
2. THEOREM:

45



ANHANG E

Serie 12

Definition: Sei S eine n-quadratische Matrix {iber R. Ein Skalar A € R heisst Eigenwert wenn ein

Vektor v # 03 so dass heiss dann Figenvektor

Definition: Menge der Eigenvektoren zu einem Figenvektor A heisst Eigenraum von A
Definition: Charkteristisches Polynom von A = det(A — A1)

Definition: Algebraische Vielfachheit von A = Vielfachheit von A als Wurzel des charakteristischen
Polynom.

Definition: Die geometrische Vielfach = Dimension des Eigenraumes. A-V > ¢ - V.

A v= s A - v—-v=0
S A v—-ANv=0
S (A-A)v=0

——

Matriz

< det(A— A1) =0

Beispiel 5.1:

det(A — A1) = A3 — 11A2 + 39\ — 45 = 0
17 1-11439—45#0
37 27-99+4 117 — 45 =0
A =3 A — 1107 439\ — 45

2 2
A 8A+15=0

8 + /64— 60 {5
)\273 = =
2 3
Das heisst det(4 — A1) = (A — 3)2- (A — 5) = 3 hat algebraische Vielfachheit 2.
U1
Av=X v, v=|va |, A=3
v3
4vy 4wy —v3 3vy
Av=[2,1 +bvy =209 | = | 3y
vy v 423 3vus

46
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U1 +vo —V3 =0
201 +2v9 —2v3 =0
U1 —+v9 —U3 =0
VU3 = V1 + V2
1 0
{ <<l)> , (}) } Basis von Eigenraumsz. A = 5, Av = 5w,
—V1  +V2 —Us3 =0
2v1 —2v3 =0 = U1 = Vg

U1 +vo —3vg3 =0

Definition: A heisst diagonalisierbar, falls 3 Matrix P invertierbar mit D = P~' AP diagonal.

THEOREM: A n x n Matrix ist diagonalisierbar < A hat n Losungen unabhéngiger Eigenvektor.

D= i i Eigenwert

1. Serie 12

)
) zu zeigen 3 Eigenvektoren sind linear unabhiingig
(c) siehe Vorlesung
) A\ Eigenvektor von A < det(4A — A1) =0 < ... Beniitze det A = det AT, 1 =17
) Vollstéindige Induktion x = 1 . Sei richtig fiir x, zu zeigen richtig fiir x + 1.
Ay = N
(c) zu zeigen det(A~! — 1) = 0. Beniitze det A~ = 21—, det(A, B) = det A - det B. Zu
zeigen Av =\ = A" lv = %v
a) zu zeigen det(A — (b—a)l) =0
(b) Betrachte A — (b — a)l. Rang? Dimension Kern?
(¢) Probiere (schwieriger)



ANHANG F

Serie 13, 4.2.2002

1. Aufgabe 1

2 =2\, (1 -1 (1= x -1 a2 ey
A_(3 O),A_(2 _1>.(A—>\-1)_< ) _1_)\>.det(A—/\1)—)\+1—O:>)\—iz,

das heisst keine Eigenwerte in R = in R weder diagonalisierbar noch trigonalisierbar.

A=1i

’Ul—’ngivl _ . o i+ 1
2U1_v2:ivz}:>vg—(l 1)1 U1—< >v2

2

1
Eigenvektorv = ( )
1—1

Gesucht: @ so dass QTQ~! = A, T = Rechtsdiagonalmatrix.

@= (1; (1))
40)= )= =65 )
-6 %)

Ul—’l)gzi’ul .
. = vy = (1+1)v
21}1—112:@1)2} 2= (14

(1

L
1 1 i
A_<1—i 1+i> (0

diagonalisierbar (da 2 linear unabhiingige Eigenvektor.

Av = —iv

2. Aufgabe 5

1—1

Av =iv

1

1+

THEOREM: A reelle symmetrische Matrix = 3 P orthogonal so dass PT AP = D, D diagonalisier-

bar, das heisst PT = P~! Beispiel 6.1:
2 =2
(% 7)
Av = 6v

Eigenwert Ay =6, Ao =1

2U1 — 2’1)2 = 6’1}1 o 2 2
—201 + 5uy = 6uy = Vg = 21)1,’()1 +v; = 1

48



3. 2B) 49

1
Eigenvektor = ( \/52 )

Av:v--~v1:2vgf%+v§:1
== () (4% 2)

»=(0 %)

ODER: finde eine Basis von Eigenvektoren, dann Gram-Schmidt

Tpyo = 6xpq1 + 97

v = < Tk ) Avy, = Vg1
Tp+1
Uki1 = Th41 _ Tn+1
Th42 6Tr+1 — 9k
o . Tk 0 1
- <xk+1> A (9 6)

3. 2b)

2
Uk:AUk+1:A Vg = +++ =

= Ak’UO

=5 )

det(A—X1)=X>—61+9=0

(19 ETH)

)\172 =3 A’U = 3v
vy = 31 9v1 + 6vy = 3o
3’[12 = 9'[)1 Vg = 3'[)1

(1
"3
Das heisst A nicht diagonalisierbar. In Ubung 2

Apo=1 A3

C) ANSATZ:

Il
2O

zp = (a+ bx)A¥ + eXF
T = a + bk + 2%¢
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